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˺-ϪϧاϮΘγا  
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  ϨΤϨϣي ΩΎϫي6یϨΤϨϣ Ϛي ήϫc گϩΎ : تήόیف
ϪϧاϮΘγ5 ا ϭ ϪΤϔص Ϛی έΩL  ϊϗاϭΎϧ يτخ

 ،ΪηΎΑ ϪΤϔص Ϧای ήΑ ήΑ يϜΘϣ Ϫϛ يτخc 
 ΎΑ يίاϮϣ ϭLΪϨϛ تϛήΣ6ϪϧاϮΘγا ΪϟϮϣ 5

 Ϫϛ ΪϨϜیϣ ΪیϟϮاي ت Ϫیϭέ  Ϫیϭέ Ύی ϪϧاϮΘγا
 Ω ϡΎϧاΩέ اϮΘγاϪϧ اي

•ϝΎΜϣ: 
•ϪϧاϮΘγ0 ا:
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ϞیΎδϣ ϞΣ يϠϛ ϞΣ ϩاέ:νήف 

•ϭ يΩΎϫD ΪηΎΑ ϪϧاϮΘγا ΪϟϮϣ Ϛی: 
•D Ϟμف ϞϜη ϪΑ اέ 
• ϩΎگΘγΩ ϭ Ϣیήیگیϣ ήψϧ έΩ ϪΤϔص ϭΩ ϙήΘθϣ

ΩΎόϣx,y,z,  ϞΣات ΎΣصέ Ϟا άΣ ΎΑف 
Ϣیέاάیگϣ έاΪϘϣ       يΎΠΑ βپγ ϭ ϢیϨϜیϣ  .

Ϊیآیϣ تγΪΑ ϪϧاϮΘγا ϪϟΩΎόϣ. 
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ϝΎΜϣ: Ϣخ Ϫϛ ΪیδیϮϨΑ اέ اي ϪϧاϮΘγا ϪϟΩΎόϣ
 :ΩΎϫي ϭ اΪΘϣاΪϟϮϣ Ω آΩ ϥاϩΪη ϩΩ اγت
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ϞΣ ϪϣاΩا:x,y,z ϢیϫΪیϣ έاήϗ ϩήϛ ϪϟΩΎόϣ έΩ اέ: 

t,r  ΐδΣ ήΑپβ اϭ ϥΩήϛ ϩΩΎγ ί جΎیگάاέي
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ϞΣ ϪϣاΩا:  
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ΩϮθیϣ ϦیϨیي چΎϬϧ ϪΠیΘϧ ϥΩήϛ ϩΩΎγ ίا βپ:  
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˻- έاϭΩ Ϫیϭέ  
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έا ϭL   ϭΩ ήϫ ϪϛخϨΤϨϣc  ςي : تήόیف
  ήψϧ έΩ اέ ΪϨΘδϫ ϊϗاϭ ϪΤϔص Ϛي یϭέ

Ϣیήیگیϣ: ήاگc 6Ϫیϭέ ΪϟϮϣ5 ϝϮΣL 6 έϮΤϣ
ϥاέϭΩ5 ΪϨϛ ϥاέϭΩ .  ΩϮθیϣ ΩΎΠاي ای Ϫیϭέ

ΩέاΩ ϡΎϧ έاϭΩ Ϫیϭέ Ϫϛ. 
ϞΣ εϭέ:  تΎΤϔص ίي اϜی έΩ يϨΤϨϣ Ϫϛ تيέϮص έΩ

ΎμΘΨϣت έϭΩ έϮΤϣ ϭاϥ یϜي اΎϫ έϮΤϣ ίي ΎμΘΨϣت  
  Ϫϛ يήغیΘϣ ϡΎϧ يΎΠΑ ςϘي فϨΤϨϣ ϪϟΩΎόϣ έΩ تγفي اΎϛ ΪηΎΑ

  ήغی έϮΤϣ ϭΩ تΎόΑήϣ ωϮϤΠϣ έάت جδیϧ ϥاέϭΩ έϮΤϣ
ϢیϨϛ يέاάیگΎا جέ ϥاέϭΩ.  
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 έاϭΩ Ϫیϭέ ϪϟΩΎόϣ     يϨΤϨϣ ϪϟΩΎόϣ ϥاέϭΩ έϮΤϣ 
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ϝΎΜϣ : Ϣخ ϥاέϭΩ ίا ϞصΎΣ Ϫیϭέxy=1  
 έϮΤϣ ϝϮΣx ΪیϨϛ اΪا پیέ. 

ϞΣ: 

1
22 zyx



Ύγیϭέ ήیΎϫ Ϫي  -˼
ϡϭΩ ϪجέΩ 
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Ύϫ Ϫیϭέ έاΩϮϤϧ Ϣγέ يϠϛ ϝϮاص: 
ήΑ ϞΤϣخΎϫ έϮΤϣ ΎΑ ΩέϮي ΎμΘΨϣت   -˺•

Ϊیέϭت آγΪΑ اέ.اΜϣ:ϥΩاΩ έاήϗ ΎΑy=z=0 
ήΑ ϞΤϣخΎΑ ΩέϮ صΎΤϔت ΎμΘΨϣت έا   -˻•

Ϊیέϭت آγΪΑ.اΜϣ:ϥΩاΩ έاήϗ ΎΑz=0 
ήΑ ϞΤϣخΎΑ ΩέϮ صΎΤϔت Ϯϣاίي   -˼•

Ϊیέϭت آγΪΑ اέ تΎμΘΨϣ تΎΤϔا.صΜϣ:  ΎΑ
ϥΩاΩ έاήϗz=k  



ϡϭΩ ϪجέΩ يΎϫ Ϫیϭέ يϠϛ تέϮص: 

ιΎت خϟΎΣ: اتϤج ΐایήض ήاگ
ΩϮη ήϔص ΏήπϠصΎΣ 
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ιΎت خϟΎΣ ϞیΎδϣ ϞΣ εϭέ: 
• ϪΑ اέ ϪϟΩΎόϣ έΩ ϡϭΩ ϪجέΩ يΎϬتέΎΒϋ

  ϪΑ اέ ϪϟΩΎόϣϭ ϩΩήϛ ϞیΪΒت ϞϣΎϛ ϊΑήϣ
ϩΪϧΎΘγي اΎϬتέϮص ίي اϜ6یΩέاΪϧΎΘγ5 ا  έΩ

Ϣیέϭیآϣ. 
•  ϩΩاΩ ΢ضیϮت ϪϣاΩا έΩ ϩΪϧΎΘγات اΩΎόϣ

ΪηΪϫاϮخ. 
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 :ΑیϮπي-˺-˼
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 :ΎϨη εϭέخت
 Ϫγ جϋ Ϣϫ ϊΑήϣ ϪϠϤاϣت Ϥγت چپ ΩΪϋϭ یϤγ Ϛت 

 έاγت تϭΎδي



˻˺ 



˼-˻- ϪچέΎپ Ϛی έاϭ يϟϮϟάϫ: 

 :ΎϨη εϭέخت
Ϫγ6  ϩΪϨϫΩ ϥΎθϧ Ϫϛ جϪϛ ϊΑήϣ ϪϠϤ فςϘ یϚ جϔϨϣ ϪϠϤي 

Ϥγت چپ ΩΪϋϭ یϤγ Ϛت έاγت  ϞϜη έϮΤϣ 5 اγت
 .تϭΎδي
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˼-˼- ϪچέΎپ ϭΩ έاϭ يϟϮϟάϫ: 

 :ΎϨη εϭέخت
جϪγ6  ϪϠϤ جϭΩ Ϫϛ ϊΑήϣ ϪϠϤ جϔϨϣ ϪϠϤي Ϥγت چپ 

ΩΪϋϭ یϤγ Ϛت έاγت  ΒΜϣ 5ت έϮΤϣ ϩΪϨϫΩ ϥΎθϧ اγت
 تϭΎδي
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˼-̊- έاϭ يϤϬγ: 

 :ΎϨη εϭέخت
  έΩ Ϛی ϪجέΩ ϪϠϤج Ϛیϭ تϤγ Ϛی έΩ ϊΑήϣ ϪϠϤج ϭΩ

جϪϤϫ6  ϪϠϤ جϤات ϋ Ϣϫاϣت .Ϥγت Ωیگή تϭΎδي 
 έΩ5جϪ یέϮΤϣ ϩΪϨϫΩ ϥΎθϧ Ϛ اγت
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 ί:5یϦ اΒγيϤϬγ6ي ϭاϮϟϮϟάϫ έي -̊-˼

 :ΎϨη εϭέخت
  ϪϠϤج Ϛیϭ تϤγ Ϛی έΩ Ϫϣاόϟف اϠΘΨϣ ϊΑήϣ ϪϠϤج ϭΩ

جέΩ ϪϠϤجϪ یέΩ6 ϥΎθϧ ϚجϪ یϤγ έΩ Ϛت Ωیگή تϭΎδي 
 έϮΤϣ ϩΪϨϫΩ5 اγت
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˼-̊- ρϭήΨϣ: 

 :ΎϨη εϭέخت
ϭΩ جέΩ ϊΑήϣ ϪϠϤ یϤγ Ϛت ϭیϚ جϤγ έΩ ϊΑήϣ ϪϠϤت 

 5جϪϠϤ تϜي έϮΤϣ ϩΪϨϫΩ ϥΎθϧ اγتΩ6یگή تϭΎδي 
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ϝΎΜϣ:ΪیϨϛ یيΎγΎϨη اέ ήیί Ϫیϭέ: 
 
 

ϞΣ: 
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ϪچέΎپ Ϛی έاϮیϟϮϟάϫ 



 :Ύδϣ ϞΣ εϭέیϭέ ϞیϟΎΣ έΩ Ύϫ Ϫت Ϡϛي
˺-ϢیδیϮϨیϣ اέ ϡϭΩ ϪجέΩ تέϮص βیήتΎϣ. 
˻-Ϣیέϭیآϣ تγΪΑ اέ ϩی   ژϭ ήیΩΎϘϣ6 اتϤج ΐایήض

ΪیΪج ϡϭΩ ϪجέΩ5 
˼-Ϣیέϭیآϣ تγΪΑ اέ ϩیژϭ يΎϫέاΩήΑ. 
̊-ϢیδیϮϨیϣ اέ تΎμΘΨϣ ϞیΪΒت βیήتΎϣ6 ϥΩاΩ έاήϗ ΎΑ

ΎϬϧϮΘγ έΩ ϪϜی ϩیژϭ يΎϫέاΩήΑ.5 
̋-  έΩ ϭ Ϣیέϭیآϣ تγΪΑ اέ تΎμΘΨϣ ϞیΪΒات تΩΎόϣ

ϢیϫΪیϣ έاήϗ Ϛی ϪجέΩ تέΎΒϋ. 
̌- ΪϨΑ ϪΠیΘϧ˻ϭ̋ ϢیϨϜیϣ ϩΩΎγ تέΎΒϋ Ϛی έΩ اέ. 
 



˼˽ 

ϝΎΜϣ:ΪیϨϛ یيΎγΎϨη اέ ήیί ϡϭΩ ϪجέΩ Ϫیϭέ: 
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ϞΣ ϪϣاΩا:  
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ϞΣ ϪϣاΩا: 
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ϞΣ ϪϣاΩت:اΎμΘΨϣ ϞیΪΒت βیήتΎϣ: 














221

212

122

3

1








































z

y

x

z

y

x

221

212

122

3

1

)22(
3

1
),22(

3

1

)22(
3

1

zyxzzyxy

zyxx




Ϛی ϪجέΩ تέΎΒϋ έΩ ΪیΎΑ Ϫϛ تΎμΘΨϣ ϞیΪΒات تΩΎόϣ 
 Ωήϛ يέاάیگΎج: 
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ϞΣ ϪϣاΩا:  ΐیήض ΐتیήΘΑ اέ     ϝΎΣ 
ΩΎόϣ ϭات تΪΒیΎμΘΨϣ Ϟت έا έΎΒϋ έΩت  

ϢیϫΪیϣ έاήϗ Ϛی ϪجέΩ  : 

izyx  ,,

205274

20)22(
3

4
)22(

)22(
3

2
74

222

222





yxzyx

zyxzyx

zyxzyx
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ϞΣ ϪϣاΩا:  

16

25
1207)

8

5
(4)1(

207
16

25
)

8

5
(41)1(

222

222




zyx

zyx

 .ΑیϮπي اγت



 ΨϣتΎμت 

Www.iepnu.ir
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 :ΎμΘΨϣت Βτϗي

x y A(x,y)=(r,  ) 



















)(sin

cos

tan
1

22

x

y

r

ry

rx yx




ΩاΩέاήϗ:    ,0r
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 :ΎμΘΨϣت اϮΘγاϪϧ اي

x 

x 

y 

y 

z 

z 

 r 



























zz

x
x

y

x
x

y

r

zz

ry
rx

yx

0:)(

0:)(

sin
cos

tan

tan
1

1

22






ΩاΩέاήϗ:    ,0r

A(x,y,z)=(r,    ,z) 
Www.iepnu.ir
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 :ήόϣفي πόΑي ΎμΘΨϣ έΩ ΎϬϠϜηت اϮΘγاϪϧ اي
R=0  έϮΤϣz تγا. 

cyx
222                       تيέΎϛΩ تΎμΘΨϣ έΩ ϪϧاϮΘγا ϪϟΩΎόϣ 

R=c اي ϪϧاϮΘγت اΎμΘΨϣ έΩ ϪϧاϮΘγا ϥΎϤϫ ϪϟΩΎόϣ 


0

          έϮΤϣ ϞϣΎη ϪΤϔص Ϣیϧ ϪϋϮϤΠϣz ςخ Ϣیϧ ϭ 
 0r

Z=c  έϮΤϣ Ϫϛ ϪΤϔص Ϛی ϪϟΩΎόϣz  تγا ΩϮϤϋ ϥآ ήΑ 
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:ΎμΘΨϣت ϭήϛي  

x 

x 

y 

y 

z 

z 

 r 

A(x,y,z)= 


),,( 

 











cos

sinsin

cossin

z

y

x







































z

x
x

y

x
x

y
zyx

cos

tan

tan

1

1

1

222

0:

0:ΩاΩ έاήϗ:  
  0,,0 
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:ήόϣفي πόΑي ΎμΘΨϣ έΩ ΎϬϠϜηت ϭήϛي  

rrzyx  2222

 ωΎόη ϪΑ اي ϩήϛr  تΎμΘΨϣ έΩتيέΎϛΩ يϭήϛ 


0

          έϮΤϣ ϞϣΎη اي ϪΤϔص Ϣیϧ έاΩϮϤϧz 


0
        ρϭήΨϣ Ϣیϧ έاΩϮϤϧ 



 تϮاΩήΑ ϊΑاέي
Www.iepnu.ir
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ϩήغیΘϣ Ϛي یέاΩήΑ ϊΑΎیف تήόت: 
•ϭ         ϥآ έΩ Ϫϛ              ϊΑΎتn=2  Ύی

n=3  Ϛا یέϩήغیΘϣ Ϛي یέاΩήΑ ϊΑΎت ،
 ϪϋϮϤΠϣA  اέ ϪϨϣاΩ اέ    ϪϋϮϤΠϣ ϭΩήΑ 

ΪϨϣΎϨیϣ ϊΑΎت Ϧای. 
έا ϣیϮΘاϧیϪΑn=2 ،     ϭf(t)  ϪΑ Ϣ اίاي •

ϮϨΑ.  ϪϛیδیϢ                             صέϮت 
 έΩA آϥ                    تϮاόΑي ϘΣیϘي ϭέي 

ΪϨΘδϫ . ήیگΩ فήσ ίاf(t)  اي ϪτϘϧ فήόϣ
 :  ήΑΎϨΑایΩ ϦاέیϢ. چϥϮ             اγت
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 :اΩاϪϣ تΩήΑ ϊΑΎاέي
  ΩΎόϣات پέΎاήΘϣيΩΎόϣات فέ ϕϮا •

 ϩέΎگϧf  اέ       ϊΑاϮت ϭ ،يΎϫ Ϫϔϟؤϣf  ϭ
ήغیΘϣt  Ϛا یέήΘϣاέΎپ ΪϨϣΎϨیϣ. 

•ΐتیήت ϦیϤϫ ϪΑ: 

)(),(
21

tytx ff 

ff 21,

AtttttfiRAn ffff
i

 :))(),(),(()(,3,2,1:,3
321

Ύϫ Ϫϔϟؤϣ )(),(),(
321

tztytx fff 
 ΩΎόϣات پέΎاήΘϣي
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ϝΎΜϣ:ϩέΎگϧ يήΘϣاέΎات پΩΎόϣf  
ΪیδیϮϨΑاέ.؟ΩέاΩ يϠϜη Ϫچ ϩέΎگϧ Ϧای 

),,()(,:
323

ttR ttfRf 
ϞΣ: 

tt zytx
32

,,   ΩΎόϣات پέΎاήΘϣي
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˾˺ 

ΪΣ یفήόت:      ΎΑ                    يέاΩήΑ ϊΑΎت
                   65                        6ΎΑ 

                            5          ϪτϘϧ έΩ
ήت اگγا                              ΪΣ ايέاΩ 

•ϊΑΎت ήیگΩ تέΎΒϋ ϪΑf   ΪΣ       ϪτϘϧ έΩ
   Ϫϔϟؤϣ ίا Ϛی ήϫ ήϛا ΎϬϨت ϭ ήاگ ΩέاΩ

ΪηΎΑ ϪΘηاΩ ΪΣ ϪτϘϧ Ϧای έΩ ϥي آΎϫ 

RRAf
2

: 
))(),(()(

21
tttf ffRRAf

3
: 

))(),(),(()(
321

ttttf ffftt
0


),(),,,( 2121 3

llLlllL 
33,22,11 )(lim)(lim)(lim

000

ltfltfltf
tttttt




t0
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ϝΎΜϣ:έΩ اέ ήیί ϊΑΎت ΪΣt=0 ΪیϨϛ اΪپی: 

ϞΣ:  )1,0()1,sin

)1,(sin)(
2

0

2

lim( 



tt

tttf

t

    n=2تέΩ Ϫϛ                    ϊΑΎ آϥ : تήόیف پیΘγϮگي
Ύی n=3 ϪΘηاΩ ήت اگγا ϪΘγϮپی           ϪτϘϧ έΩ 
 ϢیηΎΑ: 

F  يϭέ اέA  ρΎϘϧ ίا Ϛی ήϫ έΩ ήاگ ΪϨϣΎϧ ϪΘγϮپیA  
ΪηΎΑ ϪΘγϮپی . ϥي آΎϫ Ϫϔϟؤϣ ίا Ϛی ήϫ Ϫϛ يΘϗϭ يϨόی 

   ΪηΎΑ ϪΘγϮپی. 

R
n

RAf :

Aat 
)()(lim aftf

at



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ϝΎΜϣ :  ϩΪη ϩΩاΩ ϪτϘϧ έΩ ήیί ϊΑΎت Ύآی
,ln,(0 پیϪΘγϮ اγت؟

1

1
,

sin
()(  ttt

tt

t
tf

ϞΣ :تδي ϪتγϮپي ϊΑΎت ϦايήΑΎϨΑ تδيϧ ϪتγϮل پيϭا Ϫϔؤلϣ ϥϮچ. 

ήΛیف اήόت:        ΎΑ               ήاگ
ϭn=2Ύیn=3  يϭέ ϪΘγϮي پیόΑΎت[a,b] 

 ϩΎگϧآ ،ΪηΎΑf       Ύی    έΩ Ϣخ Ϛا یέ
ΪϨϣΎϨیϣ. ϩέΎگϧf ϪϋϮϤΠϣ يϨόی 

  
 .گϮیϭ5ΪϨ گϩΎ خΩϮ خ6ϢخϢ اήΛ یδϣ Ύیέήا  

  nRbaf ,:ba 

2R3R

    baftfbaf ,)(, 
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Ϣخ ήΛا ϦΘفΎی εϭέ:  اΪپی Ύي یΑΎی ϪτϘϧ ΎΑ
ήΑ ϞΤϣ ϥΩήϛخϭέ ϭΩ ΩέϮیϪϛ Ϫ اάΣ ίف  
Ϊیآیϣ تγΪΑ ϊΑΎت Ϫϔϟؤϣ ϭΩ ήϫ ϦیΑ ήΘϣاέΎپ. 

•ϝΎΜϣ: ϢΘθϫ Ϛی έΩ Ϫϛήیί Ϣخ ίي اΘϤδϗ
اΘγΩ ϝϭگΎμΘΨϤϫΎت اγت έا γΪΑت  

Ϊیέϭآ: 
•ϞΣ: 

yxzy 4,4 22 
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•ϦیήϤت: ωΎόη ϪΑ صيήϗa ϪΤϔص έΩ 
xoy  έϮΤϣ يϭέ x   ΩΰغϠΑ ϪϜϨای ϥϭΪΑ

ΪΘϠیغϣ .ϪτϘϧq   تγا ϊϗاϭ ιήϗ Ϧای ήΑ
 .έا پیΪا ϨϛیΩΎόϣq Ϊات پέΎاήΘϣي .

•ϞΣ: 

B A 

C 

q E 
D 

O 

1B1O

F 
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ϞΣ ϪϣاΩا:q:(x=oB-AB,y=oD+DE) 
ϪϠیγϮΑ ϩΪη يσ فتΎδϣq : 

taqBqo 111 
Ϫیϭاΰϟا Ϣ یΎϗ ΚϠΜϣ έΩCFq ϢیέاΩ: 

AB=CF,DE=Fq 

taaytaatx

tataFq

tataCF

cos,sin

cos)
2

sin(

sin)
2

cos(

11

11

11







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ϖΘθϣ یفήόي:تέاΩήΑ ϊΑΎتf ϪτϘϧ έΩ x=t  
  ϪΘηاΩ ΩϮجϭ ήیί ΪΣήت اگγا ήیάپ ϖΘθϣ

ΪηΎΑ: 

•ρΎϘϧ έΩ تγي اϬیΪΑt=a ,t=b   ίا έϮψϨϣ
.  ϭجΪΣ ΩϮ فϭ ،ϕϮجΎϫΪΣ ΩϮي یήτϜفϪ اγت

έΩϖΘθϣf   ϪτϘϧ έΩ ایϦ صέϮت ΪΣ فέ ϕϮا 
t ΪϨϫΪیϣ ϥΎθϧ ήیί يΎϫΩΎϤϧ ΎΑϭΪϨϣΎϨیϣ: 

))()((
1

],[),32(,],[:

lim tfxf
tx

batxornRbaf

tx

n






)(tf
dt

df 
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΢ضیϮاي :تίا ϪΑn=2 : 
 : ϪΑn=3 اίاي 

•Ϧای ήΑΎϨΑf ϪτϘϧ έΩt    تγا ήیάپ ϖΘθϣ
  Ϧای έΩ ϥي آΎϫ Ϫϔϟؤϣ ήاگ ΎϬϨتϭ ήاگ

ΪϨηΎΑ ήیάپ ϖΘθϣ ϪτϘϧ 
•ϝΎΜϣ:  اΪپی ϩΪη ϩΩاΩ ϪτϘϧ έΩاέ ϊΑΎت ϖΘθϣ

ΪیϨϛ. 

))(),(),(()(

))(),(()(

321

21

tftftftf

tftftf




)1,2,()2
1()2,1,2()(

2
1),1,ln,()(

4
31

21

2

2








efxxxexf

xxxexf

x

x
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Ϫیπϗ6:يήگی ϖΘθϣ ΪϋاϮϗ5 

)()()()()()(

)()()()()()(

)()()()()().(

)()()())((

,,],[:,:32

,],[:

tfttfttf

tgtftgtftgf

tgtftgtftgf

tgtftgf

RRbafgorn

Rba
nn
















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ϝΎΜϣ: 
 

ϞΣ: 
?)0()(?,)0()(?,)0().(),12ln()(

)2,
1

1
,

1

2
()(),2,1,1()(

2

2

2
2






fgfgftt

t
t

t

t

t
tgttttf



)0().0()0().0()0().(

2)0(),2,0,2()0(),2,0,
2

1
()0(

12

2
)(),2,2,

2

1
()(

)2,
)1(

)1̀(2)1(2
,

)1(

4)1(2
()(

0)0(),0,1,0()0(),0,1,1()0(

22

22

22

22

gfgfgf

gf

t
tt

t
xf

t

tttt

t

tt
xg

gf

















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ϞΣ ϪϣاΩا: 

)0,1,2()0,1,1(2)0()0()0()0()0()(

)
2

3
,2,0()2,2,2()

2

1
,0,2(

202

011

010

20
2

1
)0)((









fff

kjikji

gf



Www.iepnu.ir
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Ϫیπϗ6:اي ϩήیΠϧί ϩΪϋΎϗ5 

• ΎΑ اέ ϕϮف ϊΑاϮتI έΩ اي ϩίΎΑ ϪϛR  έΩ تγا
ΪیήگیΑ ήψϧ . ΪیϨϛ νήفf  ϪτϘϧ έΩt                 

ϭg έΩs=f(t) تγا ήیάپ ϖΘθϣ . Ϧای έΩ
gof  ϪτϘϧ έΩt  ϖΘθϣصέϮت تΩήΑ ϊΑΎاέي 

ϢیέاΩ ϭ تγا ήیάپ            

32],[ ornRIba ngf 
Ibaf ],[

],[ bat

)())(()()(.
)(

tftfgtgof
dt

df

ds

dg

dt

ds

ds

dg

dt

gofd 
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ϝΎΜϣ:ϪτϘϧ έΩ اέ ήیί ϊΑΎت ϖΘθϣt=1 ΪیΑΎیΑ 

))ln2(,ln2),ln2(cos()( 4tttth 
ϞΣ:  

)32,1,2sin()1(

))ln2(4,),ln2sin(()( 3111




h

ttth ttt
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έاϮϤϫ Ϣیف خήόت: 

• εا ϪϨϣاΩ يϭέ اέ ϕϮف ϊΑΎتέاϮϤϫ   ΪϨیϮگ
 ΩϮجϭ        ،           ήϫ ايίا ϪΑ ήاگ

ϭ ΪηΎΑ ϪΘγϮپی ϭ ϪΘηاΩ 
•Ϣخ Ϧای ήΑΎϨΑf يϭέ ϪθیϤϫ(a,b)  έاϮϤϫ

    ϪτϘϧ ήϫ έΩ ήاگ ΎϬϨتϭ ήت اگγا   
 ήϔص ήغی ϥي آΎϫ Ϫϔϟؤϣ ίي اϜی ϖΘθϣ

ΪηΎΑ. 

32],[: ornRbaf n 

],[ bat

],[ bat)(tf 
ttf  :0)(
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ϝΎΜϣ: ϩίΎΑ έΩ ήیί Ϣخ Ύآی[˺ϭ˺- ] έاϮϤϫ
 .اγت

)1),1ln(,()( 2ttttf 
ϞΣ: έاϮϤϫ ϩΪη ϩΩاΩ ϩίΎΑ يϭέ ϕϮف ϊΑΎت 

 ϥآ ϝϭا Ϫϔϟؤϣ ήϔص ϪτϘϧ έΩ έΩ اήیί تδیϧ 
 ϖΘθϣ پάیϧ ήیδت 
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έاϮϤϫ ϩέΎپ Ϣیف خήόت: 

ΪϨϣΎϧ اگέΩ ή تΪόاΩ  پϮϤϫ ϩέΎاέخϢ فέ ϕϮا •
ΪηΎΒϧ έاϮϤϫ ϪϨϣاΩ ίا ϪτϘϧ يϫΎϨΘϣ. 

•Ϣخ ήیگΩ تέΎΒϋ ϪΑf  ϪτϘϧ ήت اگγا έاϮϤϫ ϩέΎپ
 ΪϨηΎΑ ϪΘηاΩ ΩϮجϭ                           يΎϫ

 Ϫϛ يέϮτΑf  ΪηΎΑ ϪΘηاΪϧ ϖΘθϣ Ύی Ύϫ ϪτϘϧ Ϧای έΩ
 ρΎϘϧ ϪیϘΑ έΩ يϟϭ ΪϨϛ ϕΪص              ρήη έΩ Ύی

[a,b ]ΪϨϛ ϕΪص                ρήηέΩ                                     . 

32],[: ornRbaf n 

],[,....,, 21 battt n 
0)(  tf

0)(  tf



˿́ 

ϝΎΜϣ :ϪτϘϧ έΩ                     Ϣخt=0  
 :ϮϤϫاϧ έیδت، ίیήا

•Ϣخ ϝϮσ یفήόت:ΪیϨϛ νήف                :
                                                  :

ΎΑ اέ Ϣخ Ϧای ϝϮσ ،ΪηΎΑ έاϮϤϫ يϤخs  
ϣ ϥΎθϧیέ ΎΑ ϭ ΪϨϫΪاί ϪτΑیή تήόیف  

ΪϨϨϜϣ: 

),,()( 422 ttttf 
0)0( f

32],[: ornRbaf n 

  b

a
dttfs )(



˿̂ 

Ϣخ ϝϮσ یفήόت ϢیϤόت:ήاگf   ήیί ρΎϘϧ έΩ
ΪηΎΑ έاϮϤϫ ϩέΎپ 

ϝϮσ                              ϭf   ΎΑ اέ
ΪϨϨϜیϣ یفήόت ήیί ϪτΑاέ: 

 
 ϝϮϣήف Ϧای                    ϥΩاΩέاήϗ ΎΑ

Ϊیآیϣ έΩ ήیί تέϮμΑ: 
 

],[,....,, 21 battt n 
bttta n   ...21

  b

t

t

t

t

a n

dttfdttfdttfs )(...)()(
2

1

1

10,  ntbta


  n

i

t

t

i

i

dttfs
0

1

)(
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ϝΎΜϣ: έاϮϤϫ ϩΪη ϩΩاΩ ϩίΎΑ έΩ ϞیΫ Ϣخ ήاگ
ΪیϨϛ اΪا پیέ Ϣخ ϝϮσ تγا. 

]3,1[),,()( 23  ttttf
ϞΣ: 

)1385(
27

1232

494949)(

0)2,3()(

2
3

2
3

3

1

3

1

2224

2

)49(
18
1

.
3
2 







t

ttstttttf

tttf  ϮϤϫاέ اγت



 
 تϮاϊΑ چϣ ΪϨتغيήی 

Www.iepnu.ir
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ήلΎکγا ϊΑاϮيف تήόت: 
  

     
 

BAF :

RB
2RA



̀˼ 

ήلΎکγا ϩήتغيϣϭΩ ϊΑΎل تΎΜϣ: 

  zyxyxF , 2, Ryx 


  32010,1 F

  اϝΎϤϋ جήΒی ΪϨϧΎϣ تϮاϘΣ ϊΑیϘی اγت



̀˽ 

:تήόيف تϮاΩήΑ ϊΑاέی    

  
BAF :

nRA
mRB

  ήΑΎϨΑايϦ تϊΑΎ اγکΎلΎΣ ήلت خιΎ تΩήΑ ϊΑΎاέی اγت
 



̀˾ 

 :ϟΎΜϣی اί تΩήΑ ϊΑΎاέی 

 tttf sin,cos:  Rt
t=0 f(0) = (1,0) 

Ύی    zyxzyxf ,,, 



̀˿ 

έΩتΩήΑ ϊΑΎاέی ίيή: تήόيف  

    Xm1 f,...,f:f XX , nRAX 
RA:fi  i=1,2,3,ر,m 

 ήلΎکγا ϊΑاϮت fi  ϪϔلϮϣ Ύيϭ ای ϪϔلϮϣ ϊΑاϮا تέ
 .ϣی ϣΎϧيΎϫf  Ϣی تΩήΑ ϊΑΎاέی 



̀̀ 

 ϝΎΜϣ:  

   xyzyxyyxy,zyx zy,x,  f 
  zyxyyxf ,,:1

  zxyzxyyyxf ,,:2

  xyzyyxf ,,:3



̀́ 

  έΩ تΩήΑ ϊΑΎاϯέ :تήόيف 

    xmfff xX ,...,: 1

ϪتδΑاϭ یΎϫήتغيϣ ΏΎΨتϧا ΎΑum,ر, u1 

έا  u1=f 1(x) ,ر,um= f m(x)تΩΎόϣا

 .ϣΎϧ ϰϣيΩΎόϣf  Ϣات تΩήΑ ϊΑΎاέی 

 اΎϤϋل جήΒی ΩήΑ ΪϨϧΎϣاγΎϫέت  

nRAX 



̀̂ 

  έΩ تϊΑΎ چϣ ΪϨتغيϩή: تήόيف 
 

 

      ΪϨϣΎϧ یϣ                                    اέ  . 

˻(  ΪϨϣΎϧ یϣ                     اέήیί ϪϋϮϤΠϣ             : 

    Xfm,...,X1fX:f  , 
X ~ (x1, x2 ,ر, x n ) nRA

AB },)(|{)( BXyXfRyBf
m 

GRFxfmxfxnxXfXZZ  )}(),...,(1,,...,1())(,(~|{

˺ 5ήاگ  

ϪϋϮϤΠϣ ήيϮμتB   تΤتf 

 ϊΑΎت έاΩϮϤϧf 



́˹ 

˼ (  Ϣیήی گیϣ ήψϧ έΩ اέ                     ϪτϘϧ، ϪϋϮϤΠϣ 
 

 έا                                                                                           
 

 اγکΘϣ ϭΩ ήϟΎغیϪϛf   ΪηΎΑ ϩή اگή تϪΑy0   ΪϨϣΎϧ . ϊΑΎ اίاء 
 

ήاگ ϭ ϊΑΎت Ϧا                        ایέ ίاήی تΎϫ ϪϋϮϤΠϣf  

اγکΘϣ ϪγήϟΎغیΎϫ ϪϋϮϤΠϣ ΪηΎΑ ϩήی تήاέίا                 

 ΪϨϣΎϧ. 

)A(fy0
})(|{ 0yXfAXE 

 ίاήی تΎϫ یϨΤϨϣ 

 ίاήت  ΡϮτγ 

 ϊΑΎتίاήت ϪϋϮϤΠϣf 
 



́˺ 

:˺ΎΜϣل   )t,1t2(t:f  Rt
f تΤ[ 0 , 1/2-] ت  ϪϠλΎف ήيϮμت: 


 


 0,

2
1fA

  



 


 0,2

1,,12|, ttytxyx




 


 0,
2
1

fA    
  1,0,

2
1

2
|, x

x
yyx



́˻ 

       RttftzyxzyxGRF  ,,,,|,,

      Rttttzyxzyx  ,,12,,,|,,

  Rttztytxzyx  ,,12,|,,

 ϪτϘϧ ίا Ϫت کγی اτی خήتϣاέΎات پΩΎόϣ Ϫک)˹ϭ˺ϭ˹   (

 έاΩήΑ ΎΑ ϭ Ωέάی گϣu ~(1,2,-1)    تγی اίاϮϣ.  

Www.iepnu.ir
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: ˻ΎΜϣل  

ϪτϘϧ ϭ ήیί ϩήغیΘϣ Ϫγ ϯέاΩήΑ ϊΑΎت                     έΩ اέ 

 Ϣیήی گیϣ ήψϧ ϊΑΎت ίاήت ϪϋϮϤΠϣ ،f  ϪτϘϧ اءίا ϪΑ6˻ϭ˺5 

 Ϊیέϭت آγΪΑ اέ. 

2)2,1( R



























  zzyxzyxf ,

494
,,: 222



́˽ 

      2,1,,|,,  zyxfzyxA

  



 


  )2,1(,494|,, zzyxzyx

  



  2,1494|,, zzyxzyx





  1

18
y

8
xA

2 2 

2 2 2 

2 2 2 

 έΩ ϊϗاϭ ϰπيΑ
 ϪΤϔλ2Z =  



́˾ 

 :تήόيف ΎδϤϫيگی 

 ωΎόη :r          ΰكήϣ :a 

  



  raxRxraN |,

2

2Ra

nR

3Ra
(˺              ήاگ  ΰکήϣ ϪΑ ιήϗ اέ يگیΎδϤϫ ΪηΎΑa  ΪϨيϮگ. 

 ˻(             ήاگ ϭ   ΪϨيϮی گϮا يک گέ يگیΎδϤϫ ΪηΎΑ. 

 ˼(        έΩ يگیΎδϤϫ  ΩέاΪϧ یγΪϨϫ ήيΒόت   . 

 



́˿ 

 ϪϠλΎيف فήόت:  

 
 ϪτϘϧ ϪϠλΎفx   ίاa   ίت اγت اέΎΒϋ: 

 2...
2

11 nanxaxax  



́̀ 

 :ΎΜϣل 
 

 ιήϗN((0,0),2)ίت اγت اέΎΒϋ: 

         



  200|,2,0,0 222

yxRyxN

  



  4|,

222
yxRyx

 



́́ 

  :ΎΜϣل 
ϣ ϥΎθϧی ϫΩيϢ کΎδϤϫήϫέΩ Ϫيگی ϣيتϮاϥ يک 

 Ωήک ρΎΤϣ ήچکتϮيگی کΎδϤϫ . یϨόي:  
     rxNxNrxNx ,,0:, 00  

  rxxr,xNx 00   νήل: فΣ  

νήف rxxr0 0 
 :  ΩلϮΨاέ ϩا ϣ ήψϧ έΩی گيήيΎΣ yϢل ήΑای اثΎΒت

   xyr,xNy 0



́̂ 

 ήΑاϠΜϤϯϭΎδϣΎϧ αΎγث

 0xxxy

     00 xxxyxy

rxx 0 
 r,xNy 0

   r,xN,xN 0 



̂˹ 

 ίΎΑ ϪϋϮϤΠϣ يفήόت:  

 ϩΎگϧآ                    ϢيϨک νήفUاέ  يکίΎΑ ϪϋϮϤΠϣ 

έΩRn  ϩΎگήϫ ϢيϣΎϧ یϣ: 

nRU

0r:Ux    Ur,xN: 



̂˺ 

 :ΎΜϣل 
                                ίΎΑ ϪϋϮϤΠϣήيί يک

 ίاR2 تγا: اήيί 
  0xRy,xA 

  0rAy,x     ?Ar,y,xN: 
  0XAy,x νήف 

νήف r=x 

 : ϢيέاΩ تΎΒای اثήΑ       0xr,y,xNy,x 111  ? 



̂˻ 

 xxxx 11

    xryyxx  . . . .

22 11

xx

xxxx

20 1

1




.ΣϭکϢ ثΑΎت اγت   



 ϪتδΑ ϪϋϮϤΠϣ يفήόت:  
 

                     ϩΎگήϫ ϢئيϮگ ϪتδΑ اέ  )ϢϤتϣ      (F  nRF FC 

έΩ          ΪηΎΑ ίΎΑ. Rn 



                                            ϪتδΑ        έΩ

ίيήا.اγت   

  0y,0xy,xV RC 

  



  0,0|, yxyxVc



 έاΪϧاήک ϪϋϮϤΠϣ يفήόت:  

έا کήاΪϧاέ گϮيΪϨ اگί      ήيϪϋϮϤΠϣή ای اί يک                     

 ΪηΎΑ ιήϗ . ήيگΩ تέΎΒόΑ:  

ήت:    اگγا έاΪϧاήک 

έا کήاΪϧاέ گϮيΪϨ اگί      ήيϪϋϮϤΠϣή ای اί يک                     

 ΪηΎΑ یϮگ . ήيگΩ تέΎΒόΑ: 

S 

S RS 2 

 0,0DS:0M M
RSS 

S ήت:    اگγا έاΪϧاήک  

3 

 0,0,0DS:0M M



 ΪϨيϮگ ϥاήی کΑ اέ      تέϮμϨايήغي έΩ.  

 يϨόی خήϣ ϪΑ ιήϗ ήϫ ΝέΎکΪΒϣ ΰأ ϪτϘϧ ای

.اϭ      ίاϊϗ اγت    

S 

S 



        511|, 22 yxyx

:ΎΜϣل   

 کήاΪϧاέ اγت

      ωΎόη ϪΑ ϩήايΩ اخلΩ ρΎϘϧ ϪϤϫ ϪϋϮϤΠϣ اήيί

ΰکήϣ ϭ)˺ϭ˺ ( تγی  . اλήϗ تγفی اΎک ϦايήΑΎϨΑ

 ΩήگيήΑ έΩ اέ ϩήايΩ ϪϤϫ Ϫک ΩϮη ΏΎΨتϧی . اϨόي

 ΪηΎΑ                          تγفی اΎک .  

5

25M 



 ΪϨΒϤϫ ϪϋϮϤΠϣ يفήόت:  

nRC(n=2,3)                ϥاϮتΑ ϩΎگ ήϫ ΪϨيϮگ ΪϨΒϤϫ اέ 

 ϪτϘϧϭΩ ήϫx ,y Ϫتδکη ςيک خ ςγϮا تέ ϥآ ίا 

  Ωήل کλϭ ϢϬΑ ϥآ έΩ ϊϗاϭ. 

 ΪϨيϮگ ϪيΣΎϧ ا يکέ ΪϨΒϤϫ ίΎΑ ϪϋϮϤΠϣ . 



 ΰکήϣ ϥϭΪΑ Ύف يϭάΤϣ يگیΎδϤϫ يفήόت:  













 raNnRa ,, νϭήϔϣ 

     araNraN  ,,




  raxnRx 0|



ί: يήا . ίΎΑ اγت   ΎΜϣ:                    έΩR3ل   2,1,0,1N

  2,1,0,1NX
0
νήف     2,1,0,1N,XN:0

0
 

 
0

X1,0,12 ήاگ :νήف 

2
0

2
0

2
0

112 

















  zyx

20  



 Ϣيήی گيϣ ήψϧ έΩ تΎΒای اثήΑ:  ,xNX
0


 ϭΎδϣ Ύϧ ήΑΎϨΑی ϠΜϣث

   1,0,1XXX1,0,1X
00


    21,0,1X1,0,1XXX
000

 
  2,1,0,1NX

     2,1,0,1N,XN
0
  ίΎΑ اγت 



 ΪΣ يفήόت :Ϣيήی گيϣ ήψϧ έΩ  
nm

RxRARBBAF
n  0,,,:ϊΑΎت 

ΪيϨک νήف A    ϪτϘϧ فϭάΤϣ يگیΎδϤϫ ل يکϣΎηx0   تγا  . 

 ϢئيϮگF ϪτϘϧ έΩx0   ήت اگγا               ΪΣ ایέاΩ: mRL     ,LN)x(f:,xNx:00
0


 ϢيδيϮϧ یϣ تέϮλ Ϧاي έΩ:   

0
xx

Lxflim 

Www.iepnu.ir



  Ύي ϭ :  

  





Lxfxx0

:00

0



  :ΎΜϣل 
ϊΑΎت ΪΣ ϢيϫΩ یϣ ϥΎθϧ      2Ry,x:xy,xF

0


.ήΑ                           ϪτϘϧ έΩاήΑ       اγت    
000

y,x~X
0

x

  
00

xxxy,xF    22
00

yyxx 
      000,, XXyxyx

   
00

XXFXX



  ϊΑΎای تήΑ ΪΣ لϮϣήف ϥΎϤϫ یϠک έϮτΑ ϭn   ϩήتغيϣ

    .Τλي΢ اγت 
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  ΩϮجϭ             ΪϨϧΎϣ یΩΪϋ ΪيΎΑ              ایήΑ ϦايήΑΎϨΑ

 ϪيکέϮτΑ ΪηΎΑ ϪتηاΩ:  
0
 0

 
00

LXFXX0  

0
L

yx
xX0 22

2  



 ϥϮچ Ϣيήی گيϣ ήψϧ έΩ اέ                ϪτϘϧ اΎΣ 



2

,0 
0

2
,0F,

22
,0  





 

0
L  1  ϢيέاΩ 

 ϥϮچ ϢيήگيΑ ήψϧ έΩ اέ               ϪτϘϧ ήل اگΎΣ 


 0,
2

  





 0,

2
,10,

2
F

 ϢيέاΩ 
0

L1  2 



000
2

L1LL1L1
 



 ήل اگΎΣ:  
2
1

0


11. ΩέاΪϧ ΪΣ ϊΑΎت ϦايήΑΎϨΑ تγا ξϗΎϨت Ϫک 



.έϮλ έΩ ΪΣت ϭجϪΑ ήμΤϨϣ ΩϮ فΩή اγت   

 ΪϨچ ϊΑاϮت ΩέϮϣ έΩ یϘيϘΣ ϊΑاϮت ΪΣ یΎϬلϮϣήف ϪيϠک 

.ϣتغيϧ ϩήيϕΩΎλ ΰ اγت   

 ΩέاΩ ΪΣ ϊΑΎت ΪηΎΑ ϪتηاΩ ΪΣ ϪϔلϮϣ ήϫ ήاگ ϦايήΑΎϨΑ .  
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، اگΪϘϣ ΎΑ ΪΣ ήاέتϊΑΎ  پيγϮتگی Μϣل تϮاϘΣ ϊΑيϘی 

  ϪϤϫ تیϗϭ یϠک έϮτΑ ϭ تγا ϪتγϮپي ΪηΎΑήΑاήΑ

.ϮϣلΎϫ ϪϔپيγϮتΪϨηΎΑ Ϫ تϊΑΎ پيγϮتϪ اγت   



 ΎϜϧتي ΩέϮϣέΩ پیΘγϮگي
یϚ تΘϣ ϭΩ ϊΑΎغیήϫf  ϩή گϩΎ : تήόیف

 ϮϤϧϭ ϩΩϮΑf  ϦیϨا چέ          ϪτϘϧ έΩ
ϢیϫΩ ζیΎϤϧ: 
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 تήόیف ϘΘθϣپάیήي
ϢیηΎΑ ϪΘηاΩ ϞΒϗ یفήόت έΩ ήاگ:  

 

έΩf           έΩ ایέϮμϨت 
 .ϘΘθϣپάیή اγت
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Ϫیπϗ : ϩήغیΘϣ ϭΩ ϊΑΎت ϩΎگ ήϫf  ϪτϘϧ έΩ
  ϪΘγϮپی ϪτϘϧ ϥآ έΩ ΪηΎΑ ήیάپϘΘθϣ اي

 .اγت
Ϫیπϗ :  ϭΩ ϊΑΎئي تΰت جΎϘΘθϣ ήاگ

ίΎΑ ιήϗ ήΑ ϩήغیΘϣ 
 ϪτϘϧ έΩ ϭ ΩϮجϮϣa ΪηΎΑ ϪΘγϮپی

 ϩΎگϧآf تγا ήیάپϘΘθϣ ϪτϘϧ ϥآ έΩ. 



ϝΎΜϣ:  
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:پβ اί خاصήσ˺ ϥΩήϛ Ϫف چپ   

 ήیί ϖیήσ έΎϬچ ίي اϜی ϪΑ ΪیΎΑ Ϫϛ
:یϨόي. ήσ ϝΩΎόϣ˺ ΪηΎΑف έاγت   
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چϥϮ تϮاϭ        ϊΑجΩ ΩϮاΎϛ Ϊϧέفي 
 ΩϮη ϩΩاΩ ϥΎθϧ ΩέϮϣ Ϛی έΩ تγا

Ϫϛ 

ϦایήΑΎϨΑ 
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ϩΩϮΑ ήیάپϘΘθϣ ϊΑΎت ϪΠیΘϧ έΩ 
              ϪτϘϧ έΩ ϭ  

.پیϪΘγϮ اγت  
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ϝΎΜϣ: ήیί ϊΑΎگي تΘγϮپی ΩέϮϣ έΩ
ΪیϨϛ ϖیϘΤت:  

.ήΑΎϨΑ ایΪϧ ΪΣ ϦاΘϧ έΩ ϭ ΩέیϪΠ پیϧ ϪΘγϮیδت  
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ϦیήϤت: تγا ϪΘγϮپی ήیί ϊΑΎت ΪیϫΩ ϥΎθϧ  

xyzezyxzyxf yx sinh)cosh(),,( 1222 22  

ϪΘγϮپی ϪΘγϮپی 

 ϪΘγϮئي پیΎϤϧ ϭ ϚیϟϮΑήیپϫ ϊΑاϮت ϥϮچ
ϭ تϛήیΐ تϮاϊΑ پیϪΘγϮ، پیϪΘγϮ اγت 

 ϊΑΎت ϦایήΑΎϨΑf تγا ϪΘγϮپی 

ϪΘγϮپی 



:تήόيف θϣتϖ جΰئی   

ϪτϘϧ يگیΎδϤϫ ی يکϭέ                                              ήلΎکγا ϊΑΎت ήاگ 

                                      έΩ اέ ήيί ϪτΑاέ تέϮμϨاي έΩ ΪηΎΑ ϩΪη يفήόت 

 اΒδϧi          ΎΑ ϭ ΪϨϣΎϧ  ϡت ϣ ϪΑتغيέϮλF    ϪτϘϧέΩX      ήت ϭجθϣ ΩϮتϖ جΰئی 

                  ΪϨϫΩ یϣ ϥΎθϧ                        Ύي                    Ύي                          . 
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        ϩΩέ ίا ϊΑΎت ΪϨيϮای گ ϪΒتήϣ ήϫ Ύت ΪϨηΎΑ ϪتγϮپيϭ ΩϮجϮϣ ئیΰت جΎϘتθϣ ήاگ

Cn   )n  ϪΒتήϣ ϥΎϤϫ ( تγا. 

 ΪηΎΑ ϪتγϮپي Ϫت کγا έاήϗήΑ تیϗϭ یϭΎδت. 
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ϦیήϤا : تέ ήیί ϊΑΎئي تΰت جΎϘΘθϣ
ΪیϨϛ اΪپی:  
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ϦیήϤت: ϊΑΎت ήاگf ئيΰت جΎϘΘθϣ ايέاΩ
ϭΪηΎΑ ϪΘγϮپیv=x-y,u=x+y,w=f(u,v) 
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),(

),(.,.

)()(. 22

v

f

u

f

y

w

v

f

u

f

x

v

v

f

x

u

u

f

x

f

x

w

v

f

u

f

y

w

x

w








































ϞΣ:  



22 ).()(.
v

f

u

f

y

w

x

w













ϦیήϤت:  έΩ اέ ϩΪη ϩΩاΩ ϊΑΎئي تΰج ϖΘθϣ
ΪیϨϛ اΪپی ϩΪη ϩΩاΩ ϪτϘϧ 
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 έاΩ تϬج ϖتθϣ يفήόت:  

νήف ΎΑ:VΪΣاϭέاΩήΑ         ,,:
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  ϢئΎϗ ϭ αΎϤϣ يفήόت:  
     ϪΤϔλ  ϪτϘϧ έΩ   PήΑ  ϪيϭέS  تγا αΎϤϣ

      ήی    اگΎϫ یϨΤϨϣήΑ ήΑ ϊϗاϭS ήΑ έΎϣϭP 

ΪηΎΑ αΎϤϣ.      ϪΤϔλ ήيگΩ تέΎΒόΑ   ϪτϘϧ  έΩP   

 Ϫيϭέ  ήΑS    یσϮτخ  ϡΎϤل  تϣΎη ήت اگγا αΎϤϣ

ϪτϘϧ έΩ Ϫک ΪηΎΑ P    ήΑ ϊϗاϭ ϯΎϫ ϰϨΤϨϣ ϪΑS    

 ήΑ έΎϣ ϭP  ΪηΎΑ αΎϤϣ . 

 


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 ίا Ϫی کτخP ήΑ αΎϤϣ ϪΤϔλ ήΑ ϭ ϪتηάگS   έΩP 

ΪηΎΑΩϮϤϋήΑ ΩϮϤϋ ςخ ،S  ϪτϘϧέΩPیϣ ϩΪيϣΎϧ  ΩϮη. 



           Ϫيϭέ ήΑ αΎϤϣ ϪΤϔλ ήΑ ϢئΎϗ ΩاΪتϣل اϮϣήف

                   ϪτϘϧ έΩ:  
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:ΎΜϣل  
,cos,sin, uyuxxyztLnT  



 uu etez  ,

u
y

y
T

u
x

x
T

du
dT  u

t
t
T

u
z

z
T  ..

uu etezuyux
 11sin1cos1 11  y

x
x
y

u
u
u

xy
xy 22

2
2
1

2 cot
sin

cos22 



:θϣتϖ گيήی ϨϤοی   

3

2

3

1 ,
,,
,,

,, 0

F
F

y
z

zyxF
zyxF

x
z

zyxF






















03F



 ΐيήϘل تϮϣήف:  
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ΩΎόϣلέ                             ήΑ αΎϤϣ ϪΤϔλ Ϫا   :ΎΜϣل 

 ΪيϨا کΪپي             ϪτϘϧ έΩ.  
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 ϥΎيΩاήيف گήόت: 

 ήلΎکγا ϊΑΎت ϢيϨک νήفn    ϩήتغيϣF  ϪϋϮϤΠϣ یϭέ 

                  ΪηΎΑ لϭا ϪΒتήϣ ئیΰت جΎϘتθϣ ϡΎϤای تέاΩ

 : έΩ ايέϮμϨت 
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:Σل ΎΜϣل فϕϮ اϮϤόϣ εϭέ ίلی   

      xyyxgyxfgyxgof ,,, 
  222 yxyx 

     222, xyyxyxx
gof 

 .کϥΎϤϫ Ϫ اγت 



 Ϫيπϗ:  

 
 ϥΎيΩاήگ ϭ έاΩ تϬج ϖتθϣ ϦيΑ ϪτΑاέ:  
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:ΎΜϣل   

                          ϪτϘϧέΩ اέϭήΑϭέ ϊΑΎتέاΩ تϬج ϖتθϣ 

 Ϊيέϭت آγΪΑ                            έاΩήΑ تϬج έΩ ϭ:  
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ϦیήϤت:  έΩ اέ ϩΪη ϩΩاΩ ϊΑΎئي تϮγ ϖΘθϣ
ΪیϨϛ اΪپی ϩΪη Ϧییόي تϮγϭ ϪτϘϧ:  
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ϦیήϤت: ϩΪη ϩΩاΩ ϊΑΎئي تϮγ ϖΘθϣ
έا Ϯγϭ ϪτϘϧ έΩي تόییϩΪη Ϧ پیΪا 
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ϦیήϤت :  ϢئΎϗ ςخ ϭ αΎϤϣ ϪΤϔص ϪϟΩΎόϣ
 ϩΪη ϩΩاΩ ϪτϘϧ έΩ اέ ϩΪη ϩΩاΩ Ϫیϭέ ήΑ
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 ϩήتغيϣ يک ϊΑاϮت έϮϠتي ςδΑ یέϭآΩΎي: 

f     έΩاگθϣ ήتΎϘت ήϣاتΨϣ ΐتϠف تϊΑΎ يک ϣتغيϘΣ ϩήيϘی  

 آϧگϮϣ  ΪϨηΎΑ   ϩΎجΎδϤϫ ( a-h , a+h )  ΩϮيگی 

ήΑای                                                                                         

                                    ϢيέاΩϭ: 
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ϦيΑa   ϭ x Ϫک ΩέاΩ ΩϮجϭ 

:خϮاϫيΩ Ϣاηت   

       
        n

n

f
n

ax
af

n
ax

af
ax

afxf

nn

!!1

...
!

11
1







   n
f

n

nax
!


ΪϨیϮگ έϮϠای تی ϪϠϤج ΪϨا چέ ϥآ ΩϮθϧ ϪΘηϮϧ ϩΪϧΎϤیϗΎΑ ήاگ ϕϮف ϝϮϣήف έΩ 



 Ϫيπϗ:  

   ϢيϨک νήفf   يگیΎδϤϫέΩN   ϪτϘϧ ίا(a,b)    ایέاΩ
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:ΎΜϣل   
 έΩ اέ                                     ϊΑΎت ϡϭΩ ϪΒتήϣ έϮϠتی ςδΑ

 ϪτϘϧ(a,b)=(0,0)  ΪیϨک ϪΒγΎΤϣ. 
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ϦیήϤت :  ήیί ϊΑΎت ϡϭΩ ϪΒتήϣ έϮϠتی ςδΑ
ΪیϨϛ اΪپی ϩΪη ϩΩاΩ ϪτϘϧ έΩ اέ 
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ϦیήϤت : ϊΑΎت ϡϭΩ ϪΒتήϣ έϮϠتی ςδΑ
ΪیϨϛ اΪپی ϩΪη ϩΩاΩ ϪτϘϧ έΩ اέ ήیί 
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 ϢϤيδکΎϣ ϭ ϢϤيϨيϣ يفήόت:  
nRABAf  ::

 ϣی ϣΎϧيήϫ Ϣگέf                             ϩΎا يک ϣ ϪτϘϧيϨيΒδϧ ϢϤی            ˺)

      ϪيکέϮτΑ  :  

 .اγت   f  يک ϣيϨيΒδϧ ϢϤی έΩf(x0) ايέϮλ Ϧت    

 

 ϣی ϣΎϧيήϫ Ϣگέf ϩΎايک Ύϣ ϪτϘϧکΰيΒδϧ ϢϤی           ˻)

      ϪيکέϮτΑ 

 

 .گϮيέf  ΪϨا يک ΎϣکΰيΒδϧ ϢϤی   έΩf(x0) ايέϮμϨت      

 

Ax 0ArxN  



 ,0














  xfxfrxNx 00,

Ax 0ArxN  



 ,0












  00, xfxfrxNx



 ήϫ ΪϨϣΎϧگΎϣ ϪτϘϧf  ϩΎکΰيέ   ϖϠτϣ ϢϤا يک           ˼)
 
  

 .έf   ΪϨϣΎϧا ΎϣکΰيέΩ) f(x0   ϖϠτϣ ϢϤ ايέϮμϨت  
 
 

(4             ϖϠτϣ ϢϤيϨيϣ ϪτϘϧ ا يکέf ϩΎگήϫ ΪϨϣΎϧ 
 
 

 .έf   ΪϨϣΎϧا ϣيϨيέΩ) f(x0   ϖϠτϣ ϢϤ ايέϮμϨت  
 
 

Ax Ax 0







  0xfxf

Ax 0Ax







  xfxf 0



:ΎΜϣل   
 Ϣيήی گيϣ ήψϧ έΩ اέ                                         ϊΑΎت:  222, yxyxf 
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
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









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 
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,220,0

Ryx

yxfyxf

 .Ύϣ ϪτϘϧکΰيϖϠτϣ ϢϤ اγت    (0,0) 

F(0,0)  تγی اΒδϧ ϭ ϖϠτϣ ϢϤيΰکΎϣ. 



 Ϣيήی گيϣ ήψϧ έΩ اέ                                          ϊΑΎت:  

:ΎΜϣل   
2

1, 












  yxyxf

 





 0,:, 2 yxfRyx

 ρΎϘϧ تγا ήϔλ ήΑاήΑ                           ςخ ϪτϘϧ ήϫ έΩ ϊΑΎت έاΪϘϣ ϥϮچ

ϖϠτϣ ϢϤيϨيϣ ϕϮف ςی خϭέ  f   تγا. 

01 yx



 Ϫيπϗ:  

ήاگf ϭ ΪηΎΑ ήیάپ ϖΘθϣ             یϭέ              ϪτϘϧ یک 

 آϧگΎϣf   ΪηΎΑ.   ϩΎکΰیϢϤ یϣ ΎیϨیΒδϧ ϢϤی  

 

 ήیگΩ تέΎΒόΑ:  

 rxN ,0Nx0



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







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nRARAf  ,:



:تήόيف ήΤΑ ϪτϘϧاϧی   

گϮیΪϨ اگέΩ ή یکی    έfا یک ήΤΑ ϪτϘϧاϧی                       

 ΪϨک ϕΪص ήیί ρήη ϭΩ ίا: 

ااϞϗ یکی اϖΘθϣ6.  ί پάی5f  ϪτϘϧ έΩx0   ΪηΎΒϧ ή اϟف

 ΪηΎΒϧ ΩϮجϮϣ ئیΰت جΎϘΘθϣ5. 

Ώ 5f  έΩx0            ϭ ήیάپϘΘθϣ 

domfx0

00   xf
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Θϧ έΩیΎϣ ρΎϘϧ ϪΠکΰیϣ ϭ ϢϤیϨیϢϤ یکی اήΤΑ ρΎϘϧ ίاϧی  

  Ύی  یϧاήΤΑ ϪτϘϧ  یک ήیί ϩΎگΘγΩ ΏاϮی جϨόت یγا

.Ύϣکΰیϣ ϭ ϢϤیϨیϢϤ اγت   

 

 

ΎϣکΰیϢϤ یϣ ΎیϨیέΩ،   ΪηΎΒϧ ϢϤ صέϮتیکήΤΑ ρΎϘϧ Ϫاϧی 

 ΪϨیϮی گΒγا Ϧیί ϪτϘϧ اήϧآ.  
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:ΎΜϣل   

 ήΤΑ ρΎϘϧاϧی تί ϊΑΎیή کΪاΪϨϣ ؟
yxyxyxyxf 232 22, 



:پγΎخ  
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)˻ήΤΑ ρΎϘϧ) :˺- ϭاϧی   



 Ϫيπϗ :) ϡϭΩ ϖتθϣ ϥϮϣίآ(  

  ϢیϨی کϣ νήفf  یϭέN(x 0 ) ϩΩέ ίا C2 ϭx 0   ϪτϘϧ یک

 :έΩ ΪηΎΑ ایέϮμϨت   ήΤΑfاϧی  

nRARAf  ,:
 νϭήϔϣ              :N(x 0 ),               يگیΎδϤϫ Ax0
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 ϩΎگϧآ:  

 .ί ϪτϘϧیϦ اΒγی اγت   D<0    ϪτϘϧx0اگή : اϟف 

Ώ :ήاگD>0   ϭA>0   ϪτϘϧx0  تγی اΒδϧ ϢϤیϨیϣ. 

Ν : ήاگD>0  ϭA<0   ϪτϘϧx0  تγی اΒδϧ ϢϤیΰکΎϣ. 

Ω :  ήاگD=0   Ωήک ήψϧ έΎϬاظ ϥاϮی تϤϧ. 



:ΎΜϣل   
 ΪیϨک Ϧییόا تέ ήیί ϊΑΎی تϧاήΤΑ ρΎϘϧ ωϮϧ .  

153, 23 
 xyyxyxf
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 :ΏاϮج ϪϣاΩا  
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 ίيϦ اΒγی 

 ϣيϨيΒδϧ ϢϤی 



 ιΎخ ςايήη تΤت ϢϤيϨيϣϭ ϢϤيΰکΎϣ ϪΒγΎΤϣ:  

  ϊΑΎت ϢϤیϨیϣ ϭ ϢϤیΰکΎϣ ϪτϘϧ ϥΩήا کΪای پیήΑf ϪΑ تΒδϧ 
  ρήηg(x,y,z)=0    ϩΎگΘγΩ ΪیΎΑ 
 

 
 
 

 ϪΑ تΒδϧ اέx ϭy ϭz  ϪτϘϧ ΏاϮجϭ ΩϮϤϧ ϞΣ    ϭ(x,y,z) 
.اγت   
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:ΎΜϣل   
 ΪيϨا کΪپي ήيί یϨΤϨϣ Ύا تέ اΪΒϣ ϪϠλΎف ϢϤيϨيϣ ϭ ϢϤيΰکΎϣ.  

08565 22  yxyx

:پγΎخ   ϪϠλΎل فϮϣήف:                              )  ϩήايΩ Ϧاي ήΑ ϊϗاϭ ρΎϘϧ اήيί
 ΪϧέاΩ اέ ϪϠλΎف ϦيήتθيΑ(  
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ϦیήϤت : ϊΑΎت ϢϤیΰϛΎϣ Ϫϛ ΪیϫΩ ϥΎθϧ
f(x,y,z)=x+y+z  ήیί ϩήϛ يϭέ

ίت اγت اέΎΒϋ 

ϞΣ:  
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:اϧتگήال ΑϭΩل   
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dydxyxf
R 








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

 ,

  ϪيΣΎϧ έΩ الήتگϧاR      یϨΤϨϣ ςγϮت ϪکC ϩΪη ΩϭΪΤϣ:  



  ϢيδϘچک تϮی  کΎϫ يلτتδϣ ϪΑ اέ ϪيΣΎϧ ϪΒγΎΤϣ ایήΑ

ϣيکϨيϠϤϋ ϪΑΎθϣϭ ϢيΎت اϧتگήال ϮϤόϣلی ΎΣΎδϣ ωϮϤΠϣت  

   ϪيΣΎϧ ήاگ ΐتيήت Ϧاي ϪΑ Ϫک ϢئيΎϤϧ یϣ ΏΎδΣ اέ ΎϬϧآ ΪΣ ϭ

f  ρϮτخ ςγϮت Ϫک ΩϮη νήی فϠيτتδϣ ϪΑ  y=d  ϭy=c   

 ϭx=b    ϭx=a   تηاΩ ϢيϫاϮخ ϩΪη ΩϭΪΤϣ: 



dxdyyxfdAyxf
R R  


















 ,,

  

  

  

  
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a

d

c

d

c

b

d    

















 ,,

 ΩϮη یϣ ϪΒγΎΤϣ لϭا  ΩϮη یϣ ϪΒγΎΤϣ لϭا 

 ΪόΑ  ΪόΑ 

 :ιΎت خϟΎΣ  

a b 

c 

d 
s

x

y

o 



τΘδϣC    ΩϭΪΤϣیΣΎϧ ϭ ϩΩϮΒϧ ϞیϪ ای ΪηΎΑ کϨΤϨϣ ΎΑ Ϫی     ϟΎΣ έΩRت کϠی

 ΪηΎΑ ϩΪη. 

  Ϫک ΪیϨک νήفB1    ϭB2    ϩΩاΩ Ϟکیθا تέ یϨΤϨϣ ϢϤیΰکΎϣ ϭ ϢϤیϨیϣ ΐتیήت ϪΑ

 ϭA1      ϭA2   ήیΩΎϘϣ ϦیήΘθیΑϭ ϦیήΘϤکC    یϣ Ϧییόا تέ یϘاف έϮΤϣ یϭέ

 ΪϨϨک. 
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:ΎΜϣل   
  ϩΪη ΩϭΪΤϣ ϪیΣΎϧ یϭέ اέ                     έاΪϘϣR     ϊΑέ Ϫک

 ΪیϨک  ϪΒγΎΤϣ اέ تγا                   ϪϟΩΎόϣ ϪΑ ی ایπیΑ  . 
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 چΩέϮϣ ΪϨ کΩήΑέΎی



:ϥΎϤϣ ايγήϨی  -˺  
  ΎΑ تδیϭΎδϣ έϮΤϣ یک ϝϮΣ ϩέΫ ی یکγήϨای ϥΎϤϣ

 έϮΤϣ ίا ϥآ ϪϠصΎف ϊΑήϣ έΩ ϥآ ϡήج ΏήπϠصΎΣ.  

 

  ϝϮΣ ΢τδϣ ϪیΣΎϧ ی یکγήϨای ϥΎϤϣ ϪΒγΎΤϣ ایήΑ

ϢیϨی کϣ ϩΩΎϔΘγا ϞΑϭΩ ϝاήگΘϧا ίا ϥآ ήΑ ΩϮϤϋ یέϮΤϣ.  



:ΎΜϣل   
  ϭ Ϫفتήگ έاήϗ تΎμتΨϣ ϩΎتگγΩ لϭا ϊΑέ έΩ Ϫا کέ یΤτγ یγήϨاي ϥΎϤϣ

 ϮΣ ϩΪη ΩϭΪΤϣxyل έϮΤϣی y2 =1-x   ΢τγ ήΑ ΩϮϤϋتϨΤϨϣ ςγϮی 

       έΩ  (1,0) ϢئيΎϤϧ یϣ اΪا پيέ. 

            ϞΣ:   ϩاϮΨلΩ ϪτϘϧ ήϫ ϪϠλΎفp(x,y)    ϪτϘϧ ί(1,0)ا    ΎΑ تγا ήΑاήΑ: 
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 ΏاϮج ϪϣاΩا:  



˻-  ϢΠΣ ϪΒγΎΤϣ:  

 ήاگz=f(x,y)   ΢τγ یک ϪϟΩΎόϣ6Ϫیϭέ 5  یϨΤϨϣ ςγϮت Ϫک ΪηΎΑ

C   ϥآ ίا ΙΩΎΣ ϢΠΣ ϩΎگϧآ ϩΪϣآ ΩϮجϮΑ  ϪیΣΎϧ ϭΩ ϭ Ϫیϭέ 

ϪϠیγϮΑ ϩΪη ΩϭΪΤϣ    یϨΤϨϣ ςγϮت Ϫیϭέ ϥآ ϊτϘϣ ϭΩC   ϪϠیγϮΑ

 ΩϮη یϣ ϪΒγΎΤϣ ϞΑϭΩ ϝاήگΘϧا. 
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 ήکά6 :ت ϩΎگήϫf(x,y)=1   تΣΎδϣ ϞΑϭΩ ϝاήگΘϧا ΪηΎΑ 

                            ϪیΣΎϧR ΪϫΩ یϣ تγΪΑ اέ5 

dAyxfV
R 



 ,
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:ΎΜϣل   
 ΡϮτγ ϭ                        ΢τγ ςγϮت Ϫی کϬجϭ έΎϬيک چ ϢΠΣ

 ΪيϨا کΪا پيέ ϩΪη ΩϭΪΤϣ تΎμتΨϣ:  
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ϦیήϤت : ήاگD  αϮئέ ϪΑ يΜϠΜϣ6˹ϭ˹5  ϭ 
ΪηΎΑ اΘϧگήاί ϝیέ ήا                       

 :Ϩϛ ϪΒγΎΤϣیϭέD Ϊي 
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ϦیήϤت : ϞΒϗ ϦیήϤت ϪیΣΎϧ تΣΎδϣ
 ϪΒγΎΤϣ ϪϧΎگϭΩ ϝاήگΘϧا ϚϤϛ ϪΑ اέ
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ϦیήϤت : ήاگD  ϪΑ اي ϪϘϧίϭΫ
 αϮئέ

6˹ϭ˹5o=ϭ
A=(1,0),B=(1,2),c=(0,1)                       

 ΪηΎΑD اΘϧگήاί ϝیέ ήا ϭέي 
ΪیϨϛ ϪΒγΎΤϣ: 
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ϦیήϤت : ϞΒϗ ϦیήϤت ϪیΣΎϧ تΣΎδϣ
 ϪΒγΎΤϣ ϪϧΎگϭΩ ϝاήگΘϧا ϚϤϛ ϪΑ اέ

ΪیϨϛ:  
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ϦیήϤي  : تϭέ اέ ϩΪη ϩΩاΩ ϝاήگΘϧا
 ϪیΣΎϧD ΪیϨϛ ϪΒγΎΤϣ: 
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ϦیήϤت : ϞΒϗ ϦیήϤت ϪیΣΎϧ تΣΎδϣ
 ϪΒγΎΤϣ ϪϧΎگϭΩ ϝاήگΘϧا ϚϤϛ ϪΑ اέ
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ϦیήϤي  : تϭέ اέ ϩΪη ϩΩاΩ ϝاήگΘϧا
 ϪیΣΎϧD  يϟϮϟάϫ ϭΩ ϦیΑ έϮμΤϣ

xy=1 , xy=2   ρϮτخ ϭy=x, 
y=4x  ϪΒγΎΤϣ ϝϭا ϊΑέ έΩ ϊϗاϭ
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 ΏاϮج ϪϣاΩا:  
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اگΣΎϧ ήیΩήΑέΎϛ ϪΘϜϧ˺ : Ϫي
Βδϧت R έϮΤϣ ϪΑ اΘϧگήاϝ گیήي 

y ϥέΎϘΘϣ Ύϫ  ϭf  يϭέx Ωήف  ،ΪηΎΑ
 ϥϮچf(-x,y)=-f(x,y) ϩΎگϧآ: 
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اگΣΎϧ ήیΩήΑέΎϛ ϪΘϜϧ˻ : Ϫي
Βδϧت R έϮΤϣ ϪΑ اΘϧگήاϝ گیήي 

y ϥέΎϘΘϣ Ύϫ  ϭf  يϭέx Νϭί 
 ϥϮچ ،ΪηΎΑf(-x,y)=f(x,y)  
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 ωΎόη ϪΑ ϩήایΩ تΣΎδϣr   يϭέ

 ϪیΣΎϧD  : ϊΑΎت ίت اγفي اΎϛ
f(x,y)=1  ϪجϮت ΎΑ ϭ ϪیΣΎϧ يϭέ

 ϪϧΎگ ϭΩ ϝاήگΘϧا ϩΪη ϥΎیΑ ϪΘϜϧ ϪΑ
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اگΣΎϧ ήیΩήΑέΎϛ ϪΘϜϧ˼ : Ϫي
Βδϧت R έϮΤϣ ϪΑ اΘϧگήاϝ گیήي 

x ϥέΎϘΘϣ Ύϫ  ϭf  يϭέy Ωήف  ،ΪηΎΑ
 ϥϮچf(x,-y)=-f(x,y) ϩΎگϧآ: 

 
R

dxdyyxf 0),(



اگΣΎϧ ήیΩήΑέΎϛ ϪΘϜϧ̊ : Ϫي
Βδϧت R έϮΤϣ ϪΑ اΘϧگήاϝ گیήي 

x ϥέΎϘΘϣ Ύϫ  ϭf  يϭέy Νϭί 
 ϥϮچ ،ΪηΎΑf(x,-y)=f(x,y)  

ϩΎگϧآ: 
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 ϪϧΎگ Ϫγ الήتگϧا:  

ϪΑΎθϣ اϧتگήال يک گϭΩ ϭ ϪϧΎ گϪϧΎ تδϘيΎϤت جΰئی ϤΠΣی  

  ϢيϨی کϣ  ϪΒγΎΤϣ اέ ϪيΣΎϧ ϢΠΣ ϭ Ϣيήی گيϣ ήψϧ έΩ اέ

) ϩήتغيϣ Ϫγ ϊΑاϮای تήΑ(  
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  ϪϧΎگϭΩ الήتگϧا ϪΑΎθϣ ΐγΎϨϣ یέاάيگΎج ΎΑ Ϫک

 Ωήيل کΪΒا تέ لϮϣήف ήيί کلθΑ ϥاϮی تϣ:  
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:ΎΜϣل   
 اγتϮاϪϧ کΎΑ  Ϫ  جϢδ جΪϣΎی έا ϥΎϤϣ Ix ايγήϨی 

                                ΡϮτγ ϭz=b  ϭz=0   ϩΪη έϮμΤϣ

 έϮΤϣ لϮΣx ) کلη ϖΑΎτϣ ( ϢيϨی کϣ Ϧييόت )  νήف ΎΑ

   )چگΎلی ثΑΎت     
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:پγΎخ   
 έϮΤϣ ίا ϪτϘϧ ήϫ ϪϠλΎف ϥϮچx   Ϊی آيϣ تγΪΑ ήيί لϮϣήف ΎΑ. 
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 ϦيΑϮيف ژاکήόت:  
 ΪيϨک νήفu=u(x,y)     ϭv=v(x,y)    ϩήتغيϣϭΩ ϊΑΎت ϭΩ

  ϪتγϮل پيϭا ϪΒتήϣ ئیΰت جΎϘتθϣ ϪيکέϮτΑ ΪϨηΎΑ ϪتγϮپي
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ΩέϮϣ έΩ تϣ Ϫγ ϊΑΎتغيϩή ژاکΑϮيϪΑΎθϣ έϮτΑ Ϧ چϨيϦ تήόيف  
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  ϢيϤόت ΰيϧ ήتغيϣ Ϫγ ίا ζيΑ ΎΑ یόΑاϮای تήΑ ΐتيήت ϦيϤϬΑ لΒϗ يفήόت

 ΪΑΎی يϣ.  

ΩϮη یϣ ϩΩΎϔتγا ϪϧΎگΪϨی چΎϬالήتگϧا ήتغيϣ ήای تغييήΑ ϦيΑϮژاک ίا  .

 ΪΑيϦ تήتيΐ کϪ اگή اέΩ ΩϮη ϡί اϧتگήال                           

                              ϥΩاΩ έاήϗ ΎΑ ήتغيϣ 

ΪΑيέϮλ Ϧت   ΐδΣήΑu   ϭv جϤات   dAتغييΩ ήاέΎΒϋ ΩϮη ϩΩت  

 ΪϨی کϣ ήتغيي: 
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:ϮϨϋ ϪΑاΎΜϣ ϥل έΩ تغييϣ ήتόيΨϣ ϪΑ ήتΎμت Βτϗی   
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 ΩϮη یϣ ϪΒγΎΤϣ ϩήتغيϣ Ϫγ ϊΑاϮای تήΑ ΰيϧ ϪΑΎθϣ έϮτΑ ϭ.  



 
 ήتغيϣ ήتغيي 
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:ΎΜϣل   
اϧتگήال ϭΩگί ϪϧΎيή کγΩ έΩ ϪتگΩ ϩΎکέΎتی اγت έا γΩ ϪΑتگΒτϗ ϩΎی 

 ϢيϨی کϣ ϪΒγΎΤϣ βپγ ϭ يلΪΒت:  

 :  ήتغيϣ ήتغيي
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 ήتغيϣ ήتغيي ΐتيήت ϦيϤϬΑ) ϩήتغيϣ Ϫγ ϊΑاϮای تήΑ (

  ϦيϨچ Ϫλخا έϮτΑ ای ϪϧاϮتγت اΎμتΨϣ ϩΎتگγΩ ϪΑ

 ΩϮη یϣ:  

 

ϭتغييϣήتغيγΩ ϪΑ ήتگΨϣ ϩΎتΎμت کϭήی ήΑاήΑ اγت  

 ΎΑ:  
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:ΎΜϣل   

  ϪتηاΩ έاήϗ تΎμتΨϣ لϭا ϪيΣΎϧ έΩ Ϫک ΪηΎΑ یϤδج   ήاگ

  ϭ                                            ϩήک  ςγϮت ϭ ΪηΎΑ

 ΪηΎΑ ϩΪη έϮμΤϣ تΎμتΨϣ تΎΤϔλ                        .

ΎΑ اγتϩΩΎϔ اΨϣ ίتΎμت کϭήی ) έا الف                                  

Ώ ( ΪيϨا کΪای پي ϪϧاϮتγت اΎμتΨϣ ίا ϩΩΎϔتγا ΎΑ.  
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 Ώ تϤδϗ ϪϣاΩا:  
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 Ώ تϤδϗ ϪϣاΩا:  



:اϧتگήال خτی   
ϪϣΪϘϣ :  یϭήيϧ ϪϔلϮϣ ϭ ϥΎکϣ ήتغيي ΏήπϠλΎΣ ϢيϧاΩ یϣ

  Ϧاي ςγϮت ϩΪη ϡΎΠϧا έΎا کέ ϥΎکϣ ήت تغييϬج έΩ ϩΩέاϭ

 ΪϨيϮگ ϭήيϧ.  

ήاگ ήيگΩ تέΎΒόΑ        ϭ ϭήيϧ          ΪηΎΑ ϥΎکϣ ήتغيي: 
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 ϪϔلϮϣF  ϥΎکϣ ήتغيي ΩاΪتϣا έΩ 
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 Ϫک ϢيϨک νήفC    έΩ      یέاΩήΑ ϊΑΎيک ت ζيΎϤϧ یϨΤϨϣ

 ϪϠλΎف(a,b)   έΩ Ϫک ΪηΎΑ یέاΩήΑ یϭήيϧ يک     ϭ ΪηΎΑ

 έΩ[a,b] فϪϠλΎ    تήόيف ϭέC            ϭ ΪηΎΑ ϩΪηی 

 ΪηΎΑ یήال گيήتگϧل اΑΎϗ .  ϩΪη ϡΎΠϧا έΎت کέϮμϨاي έΩ

ήΑای ήΤΑکت έΩ آϥΩέϭ يک F   έΩ ϩέΫتϧ ςγϮيϭήی 

 ΩاΪتϣاC  ίاr(a)  Ύتr(b)  ίت اγت اέΎΒϋ: 
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 اگϧ ήيϭήی                                                                            

έا ΩاηتηΎΑ ϪيΪϘϣ Ϣاέ کέΎ اϩΪη ϡΎΠϧ  تςγϮ  ايϧ Ϧيέ ϭήا  

  ΩاΪتϣا έΩ ای ϩέΫ ϥΩέϭآέΩ کتήΤΑ ایήΑy=x   ίاA(0,0)          

  ΎتB(1,1)  Ϊيέϭت آγΪΑ اέ. 
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 Ϣی خϭέ الήتگϧا:  
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  Ϣی خϭέ الήتگϧاf(x,y) ήيδϣ έΩC  : 



 ΪيϨک ϪΒγΎΤϣ اέ ϭήΑϭέ Ϣی خϭέ الήتگϧا:  

  ϪکC   ήيί Ϣخ ίت اγت اέΎΒϋ                                     : 
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 δΑϮϠτϣت ϪΒγΎΤϣ اϧتگήال                                                          

 ϪτϘϧ ϭΩ Ϫک ήيί یΎϬτخ ήيδϣ έΩ(0,0)  ϭ(1,1)   ήيگΪيکΑ اέ

 ΪϨϨی کϣ لλϭ: 
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:یΩΎآέϭی   

 ϢيέاΩ ΪηΎΑ                                   ϪکϨاي νήف ΎΑ:     xFxf 
   dttfxF x

a
f(x)dx    يلδϧاήϔيΩF(x)    تγا 



 ήاگ ϪΑΎθϣ έϮτΑP(x,y)  ϭ(x,y) Q    ϩήتغيϣ ϭΩ ϊΑΎت ϭΩ

 ΪϨηΎΑ آϧگέϮλ έΩ ϩΎتيکήΑ Ϫای

)˺            (      P(x,y)dx+ Q (x,y)dy  

 ϭجΩ ΩϮاηتΪηΎΑ Ϫ کF(x,y)  ϪتόΑΎی Μϣل 
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 ϪτΑاέ تέϮμϨايέΩ)˺ (  Ύی يόϗاϭ يلδϧاήϔيΩ اέ

گϮيϭ ΪϨ يέΎΒόΑ Ύت ΩيگήΑ ήای تF(x,y)     ϊΑΎکϣΎل

F(x,y)   یϣ يفήόت ϦيϨل چϣΎک Ύی يόϗاϭ يلδϧاήϔيΩ

 ΩϮη: 
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  νήف ΎΑ 0y 
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 Ϫيπϗ:  

   Ϫکϧای آήΑ فیΎک ϭ ϡίا ρήηP(x,y)dx+ Q (x,y)dy   

 Ϫت کγا Ϧاي ΪηΎΑ لϣΎيل کδϧاήϔيΩ يک 

x
Q

y
p 



ήاگ   P(x,y)=y   ϭ(x,y)=-x    Q  ΪηΎΑ    تϗϮϧآ 
 
                                         ϦايήΑΎϨΑ  ydx-xdy 
  

 .Ωيήϔاδϧيل کϠϣΎی ϧيδت 
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 آيέΎΒϋ Ύت Ω ϭήΑϭέيήϔاδϧيل کϠϣΎی اγت ؟
 : ΎΜϣ4ل
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ϮاتيϭήδϨی کέاΩήΑ یΎϬϧاΪيϣ 
 ϩΪϧέاΪϬگϧ یέاΩήΑ یΎϬϧاΪيϣ Ύي:  

ήلΎکγا ϊΑΎت ήاگ F     ایήΑ Ϫک ΪηΎΑ ϪتηاΩ ΩϮجϭ یϮΤϨΑ

                 ϢيηΎΑ ϪتηاΩ     έاΩήΑ   تέϮμϨاي έΩF    اέ

 Ύيل يδϧΎپت) ϩΪϧέاΪϬگϧ ( ΪϨϣΎϧ. 

  ΪϨϣΎϧ ϮاتيϭήδϨی کέاΩήΑ ϥاΪيϣ ا يکέ       تέϮμϨايέΩ

  ϢيέاΩ ϭ:  
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ثΑΎت کϨيΪ کέΎΒϋ Ϫت ίيήکϭήδϨاتيϮ اγت ϭ تϊΑΎ پتδϧΎيل  
 Ϊيέϭت آγΪΑ اέ ϥآ.  
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:تήόيف کήل   
ρΎϘϧ ϪϤϫ έΩ تήόيف θϣ ϩΪηتϖ پάيu    ήاگή تΩήΑ ϊΑΎاέی  

 :έΩ ΪηΎΑ ايέϮμϨت 
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    Ϧيγاپاu     ϪτϘϧ έΩ اέ(1,0,1)    ΪيϨک ϪΒγΎΤϣ. 
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 اϧتگήال ϭέيϪ ای 
 ήΑای تήόیف ΣΎδϣ ϪΒγΎΤϣ ϭت ϭέ ΢τγ ϭیϪ اί اΘϧگήاΎϬϟی   

 ϢیϨی کϣ ϩΩΎϔΘγا ϪϧΎگΪϨچ: 
       ΩϭΪΤϣ       ϪΘδΑ یϨΤϨϣ ϪϠیγϮΑ Ϫک Ϫیϭέ ΢τγ ίی اΘϤδϗ 

 ϭ ϩΪηZ=f(x,y) Ϫیϭέ ΢τγ  ϪϟΩΎόϣS 
6 έϮΤϣ ΎΑ یίاϮϣ ςخ ήϫ  ϪکϨای ρήη ΎΑz   ϪτϘϧ یک έΩ ςϘف 

 .έ       ΢τγا ϊτϗ کΎΒγΎΤϣ ΪϨت ϞΑΎϗ اϥΪη ϡΎΠϧ اγت 
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C     ήیϮμت   ΢τγ یϭέxy   ςی خΩΎϫ Ϫیϭاί     ϭ 

ήΑ ΩϮϤϋS  ήΑ ϢئΎϗ ΎیS   تγئی   اΰت جΎϤیδϘت ίا βپ ϭ

 έΩ ϭ Ϫخاص έϮτΑ یήگیΪΣ ϭ ωϮϤΠϣϭ تΣΎδϣ یϭέ

ϪΠیΘϧ: 
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  ήیϮμت ΰیϧ تΎμΘΨϣ ήیگΩ ΡϮτγ ήΑ ήاگ ϪΑΎθϣ έϮτΑ

  ϞصΎΣ یϬΑΎθϣ یΎϬϟϮϣήی فΩΎϫ یΎایϭί ϪΑ ϪجϮت ΎΑ ϢیϨک

ϊΑΎت ϝاήگΘϧی اϠک έϮτΑ ϭ ΩϮη یϣ   u(x,y,z)    یϭέ

 ΢τγz=f(x,y)  ΩϮϤϧ یفήόت ϦیϨچ ϥاϮΘیϣ اέ: 
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       έΩ Ϫا کέ                      ϪϧاϮΘγا ίی اΘϤδϗ تΣΎδϣ

  ΡϮτγ ϦیΑ تΎμΘΨϣ ϩΎگΘγΩ ϝϭاZ=0     ϭZ=mx 

 ΪیϨک ΏΎδΣ ϪΘفήگ έاήϗ  . 
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 ϞΣ:  

ΪΑیϬی اγت کϪ فςϘ ایϭέ ΢τγ Ϧی صΎΤϔت   

xz      Ύی xy  ϥϮت چγا ϥΩϮϤϧ ήیϮμت ϞΑΎϗ

  ΢τγ ήΑ ϢئΎϗxy    اάϟ ΩέاΩ έاήϗ ΢τγ یϭέ

 .ϞΑΎϗ تϮμیϧ ϥΩϮϤϧ ήیδت   ϭέxyی 

 :ΩاέیΎΑ ϝΎΣxz    Ϣ تϮμیϭέ ήی   
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 ΏاϮج ϪϣاΩا : 
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    Ϫیϭέ ϪتیکέϮص έΩ اέ                         ای Ϫیϭέ ϝاήگΘϧا

 ϭ ϩΩϮΑ                              ϥϮیگϤϬγu=1    تγا

 ΪیϨک ϪΒγΎΤϣ . 6 ϥϮچ ϪکϨای ΢ضیϮتu=1                      ϦایήΑΎϨΑ تγا

 ΢τγ ϥΎϤϫ ای Ϫیϭέ ϝاήگΘϧا έاΪϘϣ یϨόی  ϪیϭέS   تγا.( 
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 ϪΤϔλ یϭέ اέ ήيϮμتxy ϢييΎϤϧ یϣ  :  ΏاϮج ϪϣاΩا : 
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:تήόيف ΩيέϮژاϭ βϧاگήائی   

. έΩ تρΎϘϧ ϡΎϤ تήόیف ϖΘθϣ ϩΪη پάیu  ΪηΎΑ ήاگή تΩήΑ ϊΑΎاέی   

 ϊΑΎت βϧژاέϮیΩu   ίت اγت اέΎΒϋ: 
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 βϧژاέϮیΩu    ϪτϘϧ έΩ اέ(1,1,1)  ΪیϨک ΏΎδΣ: 
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 ϪΤϔλ έΩ Ϧيήگ Ϫيπϗ:  

ήاگ R ϪΤϔصέΩ ϥاΪیϣ یک   xy  یϨΤϨϣ ςγϮت Ϫک ΪηΎΑC  
 ϩΪη ΩϭΪΤϣ 6  یίاϮϣ ςخ ήϫ Ϫت کγی اέϮτΑ   یϨΤϨϣ

 ΪϨکϧ ϊτϗ ϪτϘϧ ϭΩ ίا ζیΑ έΩ اήϧت آΎμΘΨϣ یΎϫέϮΤϣ  5
ήاگP   ϭQ    ϝϭا ϪΒتήϣ ئیΰت جΎϘΘθϣ ΎΑ ϪΘγϮی پیόΑاϮت

 پیέΩ ΪϨηΎΑ ϪΘγϮ ایέϮμϨت   

dxdy
y
P

x
Q

QdyPdx
c














      jyxQiyxPyxF ,,, 



:ΎΜϣل   
 ΪئيΎϤϧ ϪΒγΎΤϣ اέ ήيί یτال خήتگϧا Ϧيήگ Ϫيπϗ ίا ϩΩΎϔتγا ΎΑ.   

1:

2
22

22


 

yxc

xydydxyxI
c

 ϞΣ:   

 

R

R

ydxdy

dxdyyyI

4

22



 

0
3

4

3

4

3

1

0

2

0

1

cos
3
4

sin
3
4

sin4

sin4

2

0

32

0

2

0

1

0




 













d

dr

rdrdr
 ΏاϮج ϪϣاΩا : 



 ϩήμΒت:  

ϪلتيکΎΣ έΩ Ϫيπϗ    ϪتδΑ یϨΤϨϣC    ήϫ Ϫک ΪηΎΑ یέϮσ

  ϪτϘϧ ϭΩ ίا ζيΑ έΩ اήϧت آΎμتΨϣ یΎϫέϮΤϣ یίاϮϣ ςخ

 . ϊτϗ کϧ ΪϨيϕΩΎλ ΰ اγت 

Www.iepnu.ir



:ΎΜϣل   

  ΎΑ βپγ ϭ ϩΩήک ΏΎδΣ ϩΪη ϩΩاΩ ήيδϣ یϭέ اέ ήيί یτال خήتگϧا

 ΪيϨک ϪδيΎϘϣ ϭ Ϊيέϭت آγΪΑ اέ الήتگϧاέاΪϘϣ Ϧيήگ Ϫيπϗ ίا ϩΩΎϔتγا:  

  1010 ,|,

2


 

yxyxR

xdyydxI c















    

dydyy

dxx
c

dxdxx

dyy
c

I c cc c c

10

10

11

00

2

1

3 41 2

ήيδϣ یϭέ 

ήيδϣ یϭέ 

  ϥاϮی تϣ Ϧيήگ Ϫيπϗ ϖΒσ
:چϨيηϮϧ Ϧت   

 ϞΣ:  















dydyy

dxx
c

dxdxx

dyy
c

10

01

10

01

4

3
ήيδϣ یϭέ 

ήيδϣ یϭέ 

 ΏاϮج ϪϣاΩا : 



   
     dyyxdx

dyyxdxI

  
  

0

1

0

1

1

0

1

0

000

000

22

22

1122

2

1

0

0

1

1

0

0

1


 

xy

dxdy

 ΏاϮج ϪϣاΩا : 



Ϧيήگ Ϫيπϗ ίا ϩΩΎϔتγا ΎΑ لΎΣ  
   
 

R

R

dydxdxdy

dxdyI
1

0

1

0 1

12



 ϪΠتيϧ  :S    ϥاΪيϣ تΣΎδϣR   ήيί یΎϬلϮϣήف ίيکی ا ίا ϥاϮی تϣ اέ

 Ωέϭت آγΪΑ: 

 
 
 

c

c R

c R

xdyydxS

dxdyydxS

dxdyxdyS

2
1



:ΎΜϣل   
 ΎΑ اϩΩΎϔΘγ اπϗ ίیϪ گήیΑ ΢τγ Ϧیπی 

 Ϊیέϭت آγΪΑ اέ:  
12

2

2

2


b

y

a

x

 ϞΣ: :ϣی ΩاϧيΩΎόϣ Ϣات پέΎاϣتήی δϣيΪΑ ήيϨگϪϧϮ اγت         
  






tdtbdytbty

tdtadxtatx

jtyitxtR

cossin

sincos





  

  ab
abtt

ab

dt
t

abtdtab

tdtbtaxdyS










 
 

 

2
20

2

2

1
2sin

2

2
cos1

cos

coscos

2

0

2

2

0

2

2

0

 ΏاϮج ϪϣاΩا : 



 ϩήμΒت:  

  ϞΒϗ εϭέ ϪΑ ήیί ϝϮϣήف ίت اΣΎδϣ یΒτϗ تΎμΘΨϣ έΩ

 ΩϮη یϣ ϪΒγΎΤϣ:  drS c

2

2
1



 Ϧيήگ Ϫيπϗ یέاΩήΑ ϡήف Ϧليϭا:  

     
dsTxdS

jtyitxtX

jQiPF









  پέΎاϣتϮσ ήل ϨΤϨϣ αϮϗی

ΩήΑاϭ έاϨΤϨϣ ήΑ αΎϤϣ ΪΣی    T 

     
c c c R

dAFdxdykFQdyPdxxdFdsTF ).().(..


ϝϮσ ϪΑ ϭ    ϥاΪیϣ ήΑ ΩϮϤϋ تγی اέاΩήΑ     Ϫک dxdyAd  R Ad


ήگίήΑ ϢΜیϣ 



:تΒόيή فيΰيکی   

اگΎϤϧ              ήيϧΎگή جϬت ϣϭيΰاέΎη ϥ             يک   

γيΎل ΪηΎΑ ϪΤϔλ έΩ          ϪτϘϧ έΩ اϧتگήال فέΎΒϋ ϕϮت  

  ήΑ αΎϤϣ تϬج έΩ Ϫت کγا έΎη ίای ا ϪϔلϮϣ الήتگϧا ίا

ϨΤϨϣی      اγت ϡΎϨΑ ϭ گέΩ      εΩή اήσاف ίήϣ ρΎϘϧی     

.ϡϮγϮϣ اγت           

F(x,y) Flow 

(x,y) 

C F 

R 
ήگίήΑ ϢΜیϣ 



βϧژاέϮيΩ Ϫيπϗ )Ύπف έΩ Ϧيήگ Ϫيπϗ(   

 ϪϣΪϘϣ :  

Ϫيϭέ جی يکέΎل خΎϣήϧ έاΩήΑ   :  Ϫت کδيέاΩήΑ  

  Ϫيϭέ ΝέΎف خήσ ϪΑ ϥت اϬج ϭ ϩΩϮΑ ΩϮϤϋ Ϫيϭέ ήΑ

 ΪηΎΑ.  

 
ήگίήΑ ϢΜیϣ 



    Rاگή يک کήϤΑ ϩήکΪΒϣ ΰا ΨϣتΎμت Μϣ : ωΎόη ϭا  

   ( X2 + Y2 + Z2 =R2 )     έϮΤϣ ϩήک Ϧاي ، ϢيηΎΑ ϪتηاΩ

Z   ϪτϘϧ έΩ اέ ΎϫA  ϭB    لΎϣήϧ έاΩήΑ ϩΎگϧآ ΪϨی کϣ ϊτϗ

  ϪτϘϧ ϭΩ έΩ ϩήک Ϧجی ايέΎخA ϭB   ΐتيήت ϪΑK ϭ-K 

 έϮΤϣ یϔϨϣϭ تΒΜϣ تϬج έΩ یϨόيZ   یϨόي ΩϮΑ ΪϫاϮخ Ύϫ 

    RARB ,0,0,,0,0 



 βϧژاέϮيΩ Ϫيπϗ:  
.Ϥϋا تΪΒيل اϧتگήال Ϫγ گϭΩ ϪΑ ϪϧΎگΎΑ ϭ ϪϧΎلόکβ اγت   

 ΪيϨک νήفS   ϭ Ϫيϭέ يکV   έاΩήΑ     ϭ ϥی آϠاخΩ یΎπف

 έΎΒϋت اS  ίيکΎϣήϧ Ϫل خέΎجی έϮτΑيکϪ  تΩήΑ ϊΑΎاέی   

                                                                  Ϫک˺A ϭ ˻A ϭ ˼A  

  ΪϨηΎΑ ϪتγϮل پيϭا ϪΒتήϣ  ئیΰت جΎϘتθϣ ΎΑ ϪتγϮپي ϊΑاϮت

 :έΩ ايέϮμϨت خϮاϫيΩ Ϣاηت

kAjAiAA


321 
n



 

















s

s

v

dswAcocvAuA

dxdyAdxdzAdydzA

dV
z

A

y

A

x

A

coscos 321

321

321



  dsnAdvA 
.. Ύي ϭ 

βϧژاέϮيΩ 

 Ϫکu  ϭv  ϭw    Ϫيϭέ جیέΎل خΎϣήϧ έاΩήΑ یΎايϭίS   έΩ

 . جϬت ΒΜϣت ΎΜϠΜϣتی ΎϫέϮΤϣ ΎΑی ΨϣتΎμت اγت 



˼˺̂ 

 
 

 ϝΎΜϣ : ϪϟΎδϣ ΩέϮϣ έΩ اέ βϧژا έϮیΩ Ϫیπϗ
ΪیϨϛ ϖیϘΤت ήیί                  .                          
      kzjyixzyxF 222,,

  10,10,10,,  zyxzyxs



 ϞΣ:  
 

 
 
  3

0

1
2

0

1

2
1

0

2
1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

22

12

122

222.

..

 








 

  


xxdxx

yyx

dydxyx

dzdydxzyxdVF

dVFdsnF

dx

V

VS




 : Ϫيπϗ

 βϧژاέϮيΩ 
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z 

A 

B C 

D 
E 

F G 
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1 
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 ϞΣ ϪϣاΩا : ϪيϭέS   کيلθت ΢τγ ζη ίا Ϫت کγا ϦيϨچ
 ϢيέاΩ ϦايήΑΎϨΑ ϩΪη: 

 
 

 
  







1

0

1

0

2

222

1

1

..

1,

.

1

1 1

1 2 6

dydzdsx

idskzjyixdsnF

xinABCDs

dsnF

s

s s

s s sS










1.

1,,

0.

0,,

33

22

2

3

2

2










ss

ss

dszdsnF

zknAGFDs

dsxdsnF

xinGOEFs








 ΏاϮج ϪϣاΩا:  



 ΏاϮج ϪϣاΩا:  










55

44

1.

1,,

0.

0,,

2

5

2

4

ss

ss

dsydsnF

yjnDFECs

dszdsnF

zknBOECs











  


6 6

0.

0,,
2

6

S S
dsydsnF

yjnAGOBS


˼ 
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  Ϧیήگ Ϫیπϗ يέاΩήΑ ϡήف ϦیϣϭΩ6ιΎت خϟΎΣ5  

   

Rc c

divFdxdydsnFqdxpdy .

oy

oq

ox

op
FdivF  .  6ϪϜϨای ϪΑ ϪجϮت ΎΑ   5 
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ϝΎΜϣ:  

  ϪΘγϮئي پیΰت جΎϘΘθϣ ΎΑ يήϟΎϜγا ϊΑΎت   ήاگ
 ΪηΎΑ      ϪΤϔص έΩ    ίΎΑ ϥاΪیϣ έΩ ϝϭا ϪΒتήϣ

  Ϛی ϥي آίήϣ ρΎϘϧ Ϫϛ ΪηΎΑ  έΩ يϧاΪیϣ   ϭ
ΪیϨϛ تΑΎΛ ΪηΎΑ    ϩΩΎγ ϪΘδΑ يϨΤϨϣ 

g 

s xy 

R s 

c 

 


Rc

gdxdyds
n

g 2
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ϞΣ:  

ίت اγت اέΎΒϋ   ΩاΪΘϣا έΩ   έاΩ تϬج ϖΘθϣ ϢیϧاΩ يϣ:   g n 

 ng
on

og
.

    

c c R

gdxdydsngds
on

og
..

ϢیέاΩ یέاΰیگΎج ΎΑ:  
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βϛϮΘγا Ϫیπϗ:  

  Ϧیήگ Ϫیπϗ يϠϛ تϟΎΣ:  
 ήیϭΎμت Ϫϛ ΪηΎΑ يέϮσ   Ϫیϭέ Ϫϛ ΪیϨک νήف

آέΩ ϥ صΎΤϔت ΎμΘΨϣت γϮΑیϪϠ یϨΤϨϣ Ϛي 
ήاگ ، ΪηΎΑ ϩΪη ΩϭΪδϣ ϪΘδΑ  

s 

 yxfz ,   y=h(x,z)و   x=g(y,z)و 

 معبدات رويه   ببشند و توابع        پيوسته و داراي مشتقبت
 آنگبه اگر.نسبي مرتبه اول ببشند  

  dsnAdrAkAJAiAA
Sc
   ..321

s f,g,h 

  بب توجه به اينكه
321 ,, AAAپيوسته و داراي مشتقبت جسئي مرتبه اول پيوسته و                            kdzjdyidxrd

www.ParsBook.org
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:مثبل  

قضيه استوكس را در مورد مسئله زير تحقيق  
.كنيد    jxiZA 1,10,,10:  zyxs

ϞΣ:  

 ήیί يϭΎδت ϢیϫاϮي خϣ6βϛϮΘγا ϝϮϣή5 فϢیϫΩ ϥΎθϧ اέ:  

o 
B 

D E 

1c

2c

3c

4c

s xy يϭέ   ήیϮμت 

x 

y 
ϩΪη ϞیϜθت   ϭ   ،   ،   ήیδϣέΎϬچ ί1 اc2c4c

3c

dsnAdrA
c

  


  ..

خΘΠΣ ϭήδي
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ϝϭف اήσ 

o 
B 

D E 

1c

2c4c

x 

3c

y 

        
c c c c c c c

xdyzdxdzkdyjdxixjzidrA
1 2 3 4

..

010,0::1 1  dyxycz  1

0

1dx

010,1:2  dxyxc  1

0

1dy

0,01,1:3  dyxyc  0

1

1dx

0,01,0:4  dxyxc   00dy

 drA
c

. 1 
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ϡϭΩ فήσ 

kj

xz
zyx

kji

A 








0

s xy kn  چون رويه    موازي صفحه      است پس
 

         
s R

dxdydsdsndsAkkjnA 111..
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