
  

  

  

  فصل اول 

 تابع

Www.iepnu.ir



  )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٢

  42صفحه تمرین 
  .دامنه هر یک از توابع زیر را تعیین کنید) 1(

11 2 += xxf )()     

RD      :حل f =     x + ≥ ⇒2
1 o  

215

1
2

2 +−
=

xx
xf )()   

RDxxxxx :حل
f

=⇒>+−=++−=+− 0
4
59

2
5

4
59

4
25

5215 222 )(   

x

x
xf =)()3   

)     :حل , )
f

D = +∞o  

 

127

1
4

2 +−
=

xx
xf )()  340127

21

2 ==⇒=+− xxxx ,  

 ),(),( +∞−∞=⇒ 43 UfD  

4
7

4
1

2
2

1
5 22

2
++−=+−⇒

+−
= xxxx

xx
xf )()  

 RDx
f

=⇒>+−= 0
4

7

2

1 2)(  

{ }) ( )
f

x
f x D R

x
= ⇒ = −

2

6 o  

),()() +∞=⇒= ofDxxf7  

65
112

8 2

22

+−
−+−++=

xx

xxxx
xf

))((
)()  



 ٣          حد و پیوستگی: دومفصل 

))((

)()(
)(

32
11 22

−−
−+−+=⇒

xx

xxx
xf  

o<−+−≥+ 101 22 xxx ,)(        ⇒ ≥o صورت کسر  

32 صفر یعنیباید مخرج کسر همراه منفی باشد و مخالف                  << x. 

),( 32=⇒ fD  

4 2 659 +−= xxf )()         ))(( 3265
2 −−=+−⇒ xxxx  

 ),(),( +∞−∞=⇒ 32 UfD  

=)() xf10        
1

12
2

+
++

x

xx
        { }1−−=⇒ RD f  

3

1
11

||
)()

xx
xf

−
=        o<⇒≠⇒ xxx            ),( o−∞=⇒ fD  

2112 xxf −=)()  [ ]11,−=⇒ fD  

  :کنیددامنه و برد هر یک از توابع زیر را تعیین ) 2

{ }11

1

1
1

,

),(),()()

−=

+∞−∞=⇒




<−
>

=

f

f

R

D
x

x
xf oUo

o

o

  

{ }
{ }

) ( )

( )

f

f f

x
f x D R

x

x D f x x R R

= ⇒ = −

⇒ ∈ ⇒ = ⇒ = −

2

2 0

0

  

1
1

3
−
−=

x

x
xf )()             {} {}11 =−=⇒ ff RRD ,  

34 +−= xxf {)()        x>1 ),( +∞−∞=⇒ fD  

]چون تابع روي  ]صعودي است برد در این قسمت برابر −∞,1[ ]1,∞−   است و  



  )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٤

),(و چون تابع روي    نزولی است برد در این قسمت برابر 1∞+

),(),( 231 −∞=+−−∞  

  :پس برد تابع اجتماع این دو مجموعه است که برابر مجموعه زیر است. است

  ),( 2−∞=fR  

{}



−=⇒>+
<

=
111

1
5

RDxx

xx
xf

f

)()   

 ),(),( +∞−∞= 21 UfR  

2
4

6
2

−
−=

x

x
xf )()       { }2−=⇒ RD f  

 2+=⇒∈⇒ xxfDx f )(  

 { }4−= RR f  










−≤+
<<−−−

>+−

=
45

4416

45

7 2

xx

xx

xx

xf )()  { }4−=⇒ RD f  

451 >+−= xxf ,  ),( 1
1

−∞=⇒ fR  

[ ]o,44416 2
1 −=⇒<<−−−= fRxxf  

5
3

+= xf  [ ]14 ,−∞=⇒−≤ ofRx  

[ ] ),(,),( 141
321

−∞=−−∞==⇒ oUU URRRR ffff  

xxxf −=)()8  

xxچون همواره داریم  −≥0در نتیجه  ≥ xx    پس جاهـایی کـهxx اسـت قابـل    =

]قبول است یعنی  ]+∞= ,0fD.  

{ }( )
f f

x D f x x x R∈ ⇒ = − = ⇒ =o o  

  از جفت توابع زیر کدام یک مساوي هستند؟) 3



 ٥          حد و پیوستگی: دومفصل 

1 (1== )(,)( xg
x

x
xf  

RDgمساوي نیستند چون  }و  = }o−= RD f با هم برابر نیستند.  

2 (xxg )()(2و  )(= xxf =  

RDgمساوي نیستند چون  ]و  = , )
f

D = +∞o با هم برابر نیستند.  

3 (2+= xxg و  )(
2
42

−
−=

x

x
xf   .با هم برابر نیستند )(

ــد ) 4 =−1فــرض کنی xxf ــوب اســت )( )(،  1f)(. مطل 1+xf  و)( 1
2 −xf  و

))(( 2ff.  

o=−= 111)(f  

xxxf =−+=+ 111)(  

1
11 −=
xx

f )(  

2111
222 −=−−=− xxxf )(  

o==−= )()())(( 1122 ffff  

)()()(. yو  xتابعی باشد که به ازاي هر  fاگر ) 5 yfxfyxf +=+.  

o≠)(1fعدد طبیعی باشد و  nاگر  مقدار . باشد  
)(

)(

1f

nf را بیابید.  

  :حل 

  

  

gfاز موارد  در هر یک) 6 +  ،
g

f  ،fog ،gof ،fof ،gog را تعیین کنید.  

n
f

nf

f

nf

fn

ffffnf

==⇒

=
+++=++++=

)(

)(

)(

)(

)(

)(...)()()...()(

1
1

1

1

1111111



  )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٦

xxfxng) الف =+= )(,)( 1
2.  

2211

11

1

1

1

2422

4

2

2

2

2

++=++==
===

+=+==

+==

+
=

++=+

xxxxggxgog

xxmffxfof

xxxfgxgot

xxgfxfog

x

x
x

g

f

xxxgf

)())(()(

))(()(

)())(()(

))(()(

)(

)(

 

2) ب
4 xxgxxf −== )(,)(  

( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

f g x x x

f x
x

g x

fog x x

gof x x x

fof x x x

gog x x x x x x

+ = + −

=
−

= −

= − = −

= =
= − − = − − + = − + −

2

2

2

2

4

2 2 2 4 2 4

4

4

4

4 4

4 4 4 16 8 4 8

 

  

Www.iepnu.ir



 ٧          حد و پیوستگی: دومفصل 

xx
ngfxfog

xx

x

x
x

g

f

x
xxgf

11

1

1

2

2
2

2

===

==

+=+

)())(()(

)(

)(

) ج
x

xg
x

x
xf

1

1

1 =
−
+= )(,)(.  

11
1
1

1
1
1

2

−
+=−

+

=

+
−
+=+=+

x

xx

x

x

x

x
g

f

xx

x
xgxfxgf

)(

)()()(

 

x

x

x

xxfog

x

x

x

x
xgfxgof

−
+=

−

+
=

+
−=

−
+

==

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1

)(

))(()(

 

x

x

xgog

x

x

x

x

x

x
x

x

xfof

==

+=

−

−
+

=
−

−
+

+
−
+

=

1
1

2
2

1
2

1
2

1
1
1

1
1
1

)(

)(

 

) د
x

xgxxf
12 == )(,)(.  

 

4

4

422

2

1
1

1

1

11
11

x

xx

xgog

xxxfof

xx
xgof

===

==

==

)(

)()(

)(

 



  )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٨

gfو  fgدر هر مورد ) 7   .را بیابید −

) فال




≥
<

=




≥
<

=
o

o

o

o

x

xx
xg

x

xx
xf

44

2

)(,)(  

 :حل

 




≥
<

=
o

o

x

xx
xfg

16

3

)(   




≥
<−

=−
oo

o

x

xxx
xgf

2

)(   

  

) ب








<
<≤−

<
=





≥
<

=
xx

xx

xx

xg
x

xx
xf

14

1
4

2

2

o

o

o

o
)(,)(  

را به صورت  xf)(ابتدا : حل








<
≤≤

<
=

x

x

xx

xf

14

14

2

o

o

  :نویسیم، داریم می )(









<
≤−
<

=
xx

xx

xx

xfg

116

4

4

o

o

)(  





≥
<−

=−
oo

o

x

xxx
xgf

2

  و )(

    )ب








<
<≤−

<
=





≥
<

=
xx

xx

xx

xg
x

xx
xf

14

1
4

2

2

o

o

o

o
)(,)(

      



 ٩          حد و پیوستگی: دومفصل 

را به صورت  xf)(ابتدا : حل








<
≤≤

<
=

x

x

xx

xf

14

14

2

o

o

  :نویسیم، داریم می )(









<
<≤−

<
=

Xx

xx

xx

xfg

116

14

4

o

o

)(  

{S 
     )ج














<+

<≤−+

−<

=




≥
<−

=

xx

xx

x
x

xg
x

xx
xf

22

211

1
1

14

1 2
2

)(,)(
o  

),(),(تابع برابر  ودامنه مشترك د: حل +∞∪−−∞   :است پس داریم 21







>+−

−<−−
=−

224

1
1

12

xx

x
x

x
xgf )(  







>+

−<−
=

224

1
12

xx

x
x

x

xfg

)(

)(  

  .اند به صورت زیر داده شده gو  fتوابع ) 8

{ } {}

3

3

3

1

83

3

3

13

x

x
xg

x

x
xf

RRgRRf

−
−=

−
+=

→−→−

)()(

::

 

  .یک به یک است fثابت کنید : اولاً



  )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ١٠

  :حل

  

3

6
1

3

6
1

3

3

3

3

3

3

3

3

212

2

1

1

2

23

1

13

21

−
+=

−
+⇒

−
+=

−
+⇒

−
+=

−
+⇒=

xxx

x

x

x

x

x

x

x
xfxf )()(

 

21

21

21

33
3

1

3

1

xx

xx
xx

=⇒

−=−⇒
−

=
−

⇒
 

  .یک به یک است fپس 

  .وارون یکدیگرند gو  fثانیاً آیا 

gfباید : حل RD fgو  = RD   .باشد =

3

6
1

3

3

3

3 33

−
+=

−
+=⇒

−
+==

xx

x
y

x

x
xfy )(  

1

6
3

3

6
1

3

3

−
=−⇒

−
=−⇒

y
x

x
y  

1

33

1

33

1

633

1

6
3

3

3

1

3

3

3

3

3

−
+=⇒

−
+=⇒

−
+−=

−
+=⇒

−

x

x
xf

y

y
x

y

y

y
x

)(

 

)()(با این محاسبه مشخص است که  xfxg   .است ≠−1

  کدام یک از توابع زیر یک به یک و پوشا است؟) 9

1 (
x

x
xf

1+
=)(  



 ١١          حد و پیوستگی: دومفصل 

این تابع به صورت ) حل










+−

>+

=

x

x

x
x

x

xf
1

1
o

  .است )(

  .هر جزء این تابع یک به یک و پوشاست، چون تابع هموگرافیک است

2 (1+=→+ xxfRRf )(,:  

=+1این تابه به صورت : حل xxf   .است که یک به یک است)(

RRولی پوشا نیست چون  f ≠+∞=   .است1),(

3 (2
3 +=→ xxfRRf )(,:  

  : این تابع یک به یک است چون: حل

21

2
3

1
3

2
3

1
3

21

22

xx

xxxx

xfxf

=⇒
=⇒+=+⇒

= )()(

 

  :این تابع پوشا نیز است چون

RR

yxxyxy

f
=⇒

−=⇒=−⇒+= 333 222 )(
 

  

4 ({}
1

12
1

−
+=→−

x

x
xfRRf )(,:  

تابع به صورت : حل
dcx

bax
xf

+
  .اش حتماً یک به یک است روي دامنه )(=+

  :چون. تابع پوشا نیست این



  )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ١٢

{ } .RRR

y

y

y
x

y
xy

x

xx

x

x

x
y

f ≠−=
−
+=

−
+=⇒

−
=−⇒−=

−
⇒

−
+=

−
+−=

−
+=

2

2

1

2

3
1

2

3
12

1

3

1

3
2

1

322

1

12

 

{}تابع ) 10 { }aRRf −→−   :با ضابطه زیر داده شده است :1

1

12

−
−=

x

x
xf )(  

  .یک به یک است fثابت کنید : اولاً

  :حل

1

1
2

1

1
2

1

1
2

1

122

21

2

1

−
+=

−
+⇒=

−
+=

−
+−=

xx
xfxf

xx

x
xf

)()(

)(

 

21

21

21

11
1

1

1

1

xx

xx
xx

=⇒

−=−⇒
−

=
−

⇒
 

  .یک به یک است fپس 

  .پوشا باشد fد که را طوري بیابی aثانیاً 

}باید : حل }aRR f   :یابیم را به صورت زیر می fRابتدا . را در نظر بگیریم =−

{ } 22

2

1
1

2

1
1

2
1

1

1

1
2

1

12

=⇒−=⇒
−

+=⇒
−

=−⇒

−=
−

⇒
−

+=
−
−=

aRR

y
x

y
x

y
xxx

x
y

f

 



 ١٣          حد و پیوستگی: دومفصل 

  :وارون توابع زیر را در صورت وجود به دست آورید) 11

)    الف
1

23

−
+=

x

x
xf )(  

  :پس وارون دارد و داریم .این تابع یک به یک است: حل

3

2

3

2

2323
1

23

1

−
+=⇒

−
+=⇒

+=−⇒+=−⇒
−
+=

−

x

x
xf

y

y
x

yyxxyyx
x

x
y

)(

)(

 

=−4) ب xxf )(.  

  :پذیر است و داریم این تابع یک به یک و در نتیجه وارون: حل

4

444

21

22

+=⇒

+=⇒=−⇒−=
−

xxf

yxyxxy

)(
 

) ج








<

≤≤

>

=

xx

xx

xx

xf

927

91

1
2

)(  

  :پذیر است چون هر ضابطه یک به یک است، تابع یک به یک و وارون) حل













>

≤≤

>

=⇒

〉=⇒〉=

≤≤=⇒≤≤=

>=⇒>=

−

−

−

−

81
27

811

1

81
27

927

81191

11

2

1

2

2
1

33

1
2

2
2

1
11

x
x

xx

xx

xf

x
x

xfxxxf

xxxfxxxf

xxxfxxxf

)(

)(

)(
)()(

)(,)(

)(,)(

  



  فصل دوم 
  حد و پیوستگی

 
Www.iepnu.ir



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٢

پـس آنهـا را روي یـک خـط نشـان      . هاي زیر را به صورت مجموعه بنویسید همسایگی. 1

  .دهید

الف(    






 <−=

2
1

1
2
1

1 xxN ),(  

ب(      { }33 <= xxN ),(o  

ج(       { }3131 ≤−=′ xxN ),(  

د(        { }5151 ≤−=′ xxN ),(  

}مجموعۀ ) 2 }132 <+∈= xxA  یک همسایگی متقارنa  به شعاعr  اسـت .a  وr  را

  .تعیین کنید

  :حل

2
1

2
3

2
1

2
3

1
2
3

2
2
3

232

=−=⇒<−−⇒

<−−=+=+

rax

xxx

,)(

)(

 

}مجموعۀ  }11113 +<−∈= xxRxA       یک همسـایگی متقـارن بـه مرکـزa   و بـه

  :را تعیین کنید rو  a. است rشعاع 

  :حل

x
x x

x

x x

x x

−
− < + ⇒ <

+

− −⇒ < ⇒ − < <
+ +

3 1
3 1 1 1

1

3 1 3 1
1 1 1

1 1

 



 ٣          حد و پیوستگی: دومفصل 

 
x x

x

x x x

−⇒ − < < ⇒ − <
+ +

−⇒ < ⇒ < ⇒ <
+ + +

4 4
1 3 1 3 1

1 1

4 2 1
2 1

1 1 1
o

 

 x

x x x

⇒ − < <
−− < − − < ⇒ <

+ + +

1 1

4 4 1
1 3 4 1

1 1 1

 

 
x

x
x x

−⇒ − < ⇒ < ⇒ − < <
+ +
1

1 1
1 1

o o o  

   ( , ) ( , ) ( , ) − − = −1 1 1 1 1U o  

جواب=   1== ra ,o  

),(اگر  242 +− aa  شعاع همسایگی را تعیین کنید. باشد 5یک همسایگی متقارن:  

  :حل

 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

  

      

N a a

r a a

r a
a a

r a r

= − +
⇒ − + = − +

− = −
⇒ ⇒ = − ⇒ = + = + =

5 7 2 4 2

5 7 5 2 4 2

5 2 4
10 3 2 4

5 2
1

 

} مجموعه) 5 }    A x R x= ∈ + <2 3  .است 4اع به شع aیک همسایگی    6

a  وr را تعیین کنید:  

3
2
3

3
2
3

6
2
3

2632

=−=⇒

<+⇒<+⇒<+

ra

xxx

,

 



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٤

  63صفحۀ  6-2-2. تمرین

  :با استفاده از تعریف حد ثابت کنید

 

5
4

1

4159459451
1

<−⇒

<−=−+=+
→

x

xxx
x

)(lim)

 

دهیم  پس قرار می
5
εδ ≤  

3
4

2423423

4232
2

<+⇒<+=++

−=+
−→

xxx

x
x

)(lim)

 

دهیم  قرار می
3
εδ ≤  

43 2

2
=

→
x

x
lim)

 

2242 −+=− xxx  

121را در همسایگی  x+2ماکزیمم  <−<− x آوریم به دست می.  

4254

5231121
2 <−≤−⇒

=+⇒<<⇒<−<−

xx

xxx )max(
 

کافی است 






≤

5
1

εδ ,min را در نظر بگیریم.  

22444 22

2
+−=−=

−→
xxxx

x
lim)  

  .یابیم یگی زیر میرا در همسا x−2ماکزیمم 



 ٥          حد و پیوستگی: دومفصل 

3213121 =−⇒−<<−⇒<+<− xxx max  

کافی است 






≤

3
1

εδ ,min را در نظر بگیریم.  

2
5

2
5

2111

2

15

2
8439

3
4

2
13

3
4

2
13

5

=
+

⇒<<⇒<−<−

+
−

=
+

−−+==−
+
+

=
+
+

x
xx

x

x

x

xx

x

x

x

x

max

lim)

o

 

کافی است 






≤

5
1

εδ ,min را در نظر بگیریم.  

85

213

85
24152

3
85
2

3
85
2

4

22

2

2

−
−−

=
−

+−+=−
−
+

=
−
+

→

x

xx

x

xx

x

x

x

x

x
lim)

 

31121 <<<−<− xx  

ماکزیمم 
85

13

−
−
x

x  بازه به علت صعودي بودن برابر است باروي این:  

 
− −= =
−

3 13 10 10

15 8 7 7
  

. پس کافی است






≤

10
1

εδ ,min در نظر گرفته شود.  



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٦

31121

2
33

3
33

333
33

3

1
33

3
7

22

22

2

2

2

2

2

<<⇒<−<−

−
+−

=
+−

−+−−=
+−

−

=
+−

−
→

xx

x
xxxx

xxx

xx

x

xx

x

x
lim)

 

33تابع 
2 +− xx بینیم خود را در  می

2

3=x کند پس دریافت می:  

4

4
3
3

3
4
18

4
9

3

3
2
3

3
2
3

3

33

3

2
2

==
+−

=
+−

=
+− )()(

max
xx

 

minکافی است  پس ,
εδ  ≤  

 
1

4
  .در نظر گرفته شود 

x
x

xx
x

xx
x

xx

x
xxx

x
xx

xxx

x
x

x

<−



⇒−<−



⇒−<



≤⇒〈

≤−



<−⇒<⇒≤



〈−⇒≤



<−

=





→

1
1

1
1

1
1

1

1
1

1
1

1
11

1
1

1
1

8

o

oo

o
lim)

εδاگر    .باشد مسأله حل است ≥

[ ]

[ ]

1
34

7
3
3

42131

3
3

3

3
33

1

3
9

19

2

22

2

2

3

=
+

=








+
+

<<⇒<−<−

−
+
+

=
+

+−−

=
+
−−

→

x

x

xx

x
x

x

x

xx

x

x

x

x

x

max

))((
)(

)(lim) o

 

}پس کافی است  }εδ ,min  .در نظر گرفته شود ≥1



 ٧          حد و پیوستگی: دومفصل 

    

374742131

372110

211010

2

2

3

=−=−⇒〈〈⇒〈−〈−

−−=+−

−=−
→

xxx

xxxx

xx
x

max

)(lim)

 

کافی است 






≤

3
1

εδ ,min در نظر گرفته شود.  

3
2

25
35

2
3

53141

2

34

2
1472

7
2
2

7
2
2

11

22

2

4

=
−
−=

−
−

<<⇒<−<−
−

−−
=

−
+−−=−

−
−

=
−
−

→

x

x

xx

x

xx

x

xx

x

x

x

x

x

max

lim)

 

دهیم  پس قرار می






≤ εδ

2
3

1,min  

3
7

3
7

35
7

2111

1
35

7
35

91528
2
3

35
14

2
3

35
14

12
1

−
−

=
−

<<⇒<−<−

−
−

=
−

+−−=−
−
−

=
−
−

→

o

o

x

xx

x
xx

xx

x

x

x

x

x

max

lim)

 

پس 






≤ εδ

7
3

1,min گیریم را در نظر می.  

)13     

[ ]

[ ] 2
2
4

1

2
4

1

2

2

2

−=−
+
−−

=
+
−−

→

x
x

x

x

x

x

x

x

o

o

)(

)(lim

 



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٨

εδکافی است    .در نظر گرفته شود =

)14    6
1

9
3

9
=

−
−

→ x

x

x
lim

 

( )

 <   < 

max
( ) ( )

x x

x x x

x

x

x x

x

− −− = − =
− + +

−
=

+
− − ⇒ < <

=
+ +

2

2 2

3 1 1 1 3

9 6 63 3

9

3

1 9 1 8 10

1 1

3 8 10

 

}کافی است  }εδ 21081 )(,min   .در نظر گرفته شود ≥+

4
3

2
7

2
3

2
2
9

2
7

2
1

4
2
1

3

42

3
622

2
3

2

2
3

2
15

4

=
−

=
−

<<→<−<−

−
−

=
−

+−=−
−

=
−→

x
Max

xx

x

x

x

x

x

xx
lim)

 



 ٩          حد و پیوستگی: دومفصل 

پس 






≤ εδ ,min
2
1  

8

2
1
4

1
4
3

2

4
12

4
4
5

4
3

4
1

1
4
1

1
12

4
12

3612
3

12
12

3
12
12

16
1

==
−

=
−

⇒

<<⇒<−<−

−
−

=
−

+−+=−
−
+

=
−
+

→

)(

max

lim)

x

xx

x
xx

xx

x

x

x

x

x

 

پس 






≤

84
1 εδ ,min  

 

2
1

35
1

3
1

75161

3

6

3
62

2
3

2
3

17
6

=
−

=
−

⇒

<<⇒<−<−
−
−

=
−

+−=−
−

=
−→

x

xx

x

x

x

xx

x

x

x

x

x

max

lim)

 



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ١٠

}پس  }min ,δ ε≤ 1 2  

3
2

3
2
9
1

3
1

2
7

2
9

2
1

4
2
1

3

4

3
4

1
3

1

1
3

1
18

4

=
+−

=
+

〈−〈−⇒〈+〈−

+
+

=
+
+=+

+

−=
+−→

x

xx

x

x

x

x

x

xx

max

lim)

 

پس 






≤ εδ

2
3

2
1

,min  

)()(
max

)(

)(

))((

lim)

252252

1

5252

1

2111

5252

1

5252

5252

5

52
2
1

5

1

2
1

5

1
19

1

−+−
=

−+−

<<⇒<−<−
−+−

−
=

−+−
−+−−=

−
−−=−

−

=
−→

xx

xx

xx

x

xx

xx

x

x

x

xx

o

 

}پس  )))((,min εδ 32321 +≤  

4

4
4

4
32816

8
4
16

8
4
16

20

222

2

4

+=

+
+=

+
++−=+

+
−

−=
+
−

−→

x

x

x

x

xx

x

x

x

x

x

)(

lim)

 



 ١١          حد و پیوستگی: دومفصل 

εδکافی است  =.  

  .80صفحه  29-3-2تمرین 

  .حدهاي زیر را حساب کنید

 5
2

4
1

41
11

43
1

1
2

2

1
=

+
+=

+−
+−=

−+
−

→ x

x

xx

xx

xx

x

x
lim

))((

))((
limlim)  

2
3

2
3

211

21

2

2

21

21

21

2
1

2
2

2

1

=
−
−=

+−−−
−−=

+−
−=

+−+
−+=

+−+
−−=

+
++

−→

xx

x

xxx

xx

xxx

xx

x

xx

x

lim

))((

))((
lim

))((

)(
limlim)

 

 

20
1

45
1

21

1

221

2
41

2
43

2
3

24

=
×

=
++

=

+−+
−=

−+
−=

−−
−

→

))((
lim

))()((
lim

))((
limlim)

xx

xxx

x

xx

x

xx

x

x

 

 

1
11

2
10

12
110

23
109

4
2

2

1

−=
+
−=

++
+−=

++
−−

−→ x

x

xx

xx

xx

xx

x
lim

))((

))((
limlim)  

 

2
21

1
20

11
201

1
2019

5
2

2

1
=

+
+=

+−
+−=

−
−+

→ x

x

xx

xx

x

xx

x
lim

))((

))((
limlim)  



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ١٢

 

{))((lim

))()((
lim

))((
limlim)

10893

3

9333

3

99

3

81
6

2

9

=++=
−

++−=
−

+−=
−

−
→

xx

x

xx

x

xx

x

x

x

 

 

10
1

25
1

122

1

1232

3

1232

1212

6

12
7

3

23

=
×

=
+−+

=

+−−+
−=

+−−+
+−−−=

−−
−−

→

→

))((
lim

))()((
lim

))()((

)))((
limlim)

xx

xxx

x

xxx

xx

xx

x

x

x

 

2
4

8
2

2

22
22

4
4

8

2

2

2

2

23

2

−=
−

=
−

+−=

+−
+−+=

−
++

−→

−→

x

xx

xx

xxx

x

xx

x

x

lim

))((

))((
limlim) o

  

 

 
2

1
13

11
113

1
123

9
12

2

1
=

+
+=

+−
−+=

−
−−

→→ x

x

xx

xx

x

xx

xx
lim

))((

))((
limlim)

 

 



 ١٣          حد و پیوستگی: دومفصل 

5
8

10
16

414
319

411
311

141
131

44
33

45
34

10

1213

1718

14

19

15

20

15

20

1

==
−
−=

−++++−
−++++−=

−−−
−−−=

+−−
+−−=

+−
+−

→

)...()((

)...()((
lim

)()(

)()(
lim

limlim)

xxxxx

xxxxx

xxx

xxx

xxx

xxx

xx

xx

x

 

 

4
3

31
11

131
11

33
1

11

2

22

1

22

24

123

34

1

=
+−

++−=

−+−
−+−=

−−+
−−+

→

→→

))((

))((
lim

)()(

)(
limlim)

xx

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

x

xx

 

1
2
2

11

211
12 −=−=

++−
−=+−−

→ xxx

x

x

xx

x (
limlim)

o
 

 

2
3

112

1112

11

11
13

232323

33
=

−++
−+−++

=
−−+

−−+
→ )(

)()((
limlim)

xxx

xxxx

xx

xx

x o

 

3
2

111

11

11

11
14

323

3

=
++++

++=
−+
−+

→→ ))((

)(
limlim)

xxx

xx

x

x

xx oo
 

  106تمرین صف 

  .حد هر یک از توابع زیر را بیابید



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ١٤

[ ]x
x 3

1
→

lim)  

. تابع حد ندا

[ ]

[ ]

lim

lim

x

x

x

x

+

−

→

→

=

⇒
=

3

3

3

2

  

[ ]122
1

+
→

x
x
lim)  

.  تابع حد ندارد
[ ]

[ ] 212

312

1

1

=+
⇒

=+

−

+

→

→

x

x

x

x

lim

lim

  

[ ] [ ] ⇒−+=−
→→

xx
xx

23233
11

limlim) .حد ندارد  

⇒
−
−

→ x

x

x 5

5
4

5
lim) .حد ندارد  

[ ]
1

1
1

21
1

2
1

5
1

1
=

−
−=

−
−=

−
−

+→

)()(
lim)

x

x

x
 

[ ]
1

2
1

21
1

2
1

6
1

−=
−

=
−

−=
−

−
−→

o)()(
lim)

x

x

x  

2
2
42

2
22

2

22
7

22
=

−
−=

−
−−−=

−
−−−

−− →→ x

x

x

xx

x

xx

xx
lim

)(
limlim)

 

2
1

2
1

11
2
1

2
2

2
8 =××=××=

x

x

x

x

x

x

sin

sin
lim

sin

sin
lim)  

 



 ١٥          حد و پیوستگی: دومفصل 

2
1

1
1

1
1

9
2

2

1

2

1
=

−
−+=

−
−

→→ x

x
x

x

x

xx

)sin(
)(lim

)sin(
lim)

 

 

)10   o=
−

−
→ 2

1
210

3

2

2 x
x

x
sin)(lim)   )کراندار در حد صفر( 

)11   [ ]lim( )
x

x x
→

− ⇒
2

.حد وجود ندارد  

)12   

[ ] [ ]

[ ]

lim lim

lim

x x

x

x x x x

x x x x x x

x x x

x x x x

+

−

→ →

→

= =
+ + +

⇒
−= = −

+ −

4 4

2 2 2

4 4
4

2 2

o o

o

o
o

.حد ندارد   

 

1

1

12

−=−=

⇒
==

−−

++

→→

→→

→

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

xx

x

sin
lim

sin
lim

sin
lim

sin
lim

sin
lim)

oo

oo

o

   

  
3
4

111

1111

11

11
14

323

42434

4

3

=
++++

++++++
=

−+
−+

→ ))((

)()()((
limlim)

xxx

xxxx

x

x

x o
 

 



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ١٦

  
8
1

1

1

2

2
1

11
15

2

2

22
=

+
=

+
−=−

→ xx

x

xx

x

x

x

x cos
.

sin

lim
cos(

cos
lim

cos
lim)

o
 

 

6
1

6
12

1

11

16

2

2
2

6622

63

2

2636

2

3

−=×−

+++
−=−=

−=−

→

x

xxx

x

x

xx

x

xx

x

xx

x

x

sin

sin
lim

)cos...cos(sin

)(cos
lim

sin

)cos(cos
lim

sin

coscos
lim

sin

coscos
lim)

oo

 

  
2

1
1

1
1

1
17

11
−=

−
−+=

−
−

→→ x

x
x

x

x

xx

)sin(
)(lim

)sin(
lim)

  

π
π

π

π

π

2
2

2

2

11 1
2

2
118

1

==

=

−=⇒=− −=⇒

Π−

→

→

→

t

t

t

tt

txx ttgt

xtgx

t

t

x

cos.

sin

lim

cotlim

)(lim

)(lim)

o

o

 

 oo =−×=−
→

1
4

219
2

)()(lim) xtgxtg
x

π
π

 

 



 ١٧          حد و پیوستگی: دومفصل 

n
x

xx

x

x
x

x
x

x

xxxX

nn

x

nn

x

nn

x

2
11

2
1

2
111

20

22

22

=−−+=

−+−++
=−+−++

→

→→

)()(
lim

)()(
lim

)()(
lim)

o

oo

1

2
1
2
1

1
222

1
32221 42

32

1
=

−

−
=

−−+

−−+

→ xxx

xxx

x
lim)  

o
o

=−=−+





+→
222

2
2

22 )(lim)
x

x
x

x

 

 

1
2
2

11

211
23 ==

−++
=−−+

→→ )(
limlim)

xxx

x

x

xx

xx oo  

[ ] o=−−
→ x

xx

x

1
124

1
)((lim) )تابع کراندار در تابع با حد صفر ضرب شده(   

[ ] 1
1

11
25 −=

−
=

−→ xx o
lim)  

 

1244448264

2
422

2
2

2
8

26

33

3

3233

3

333

838

=++=++=

−
++−=

−
−=

−
−

→→ x

xxx

x

x

x

x

xx

))((
lim

)(
limlim)

 

 



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ١٨

  127صف 

22233

2

3
111

127
a

a

aaxxax

axx

ax

axax
a

axax

−=
++−

−−=
−

++−≠
→→ ))((

))((
lim

)(
lim)()

 

[ ]
1

1131
28

23

1 −

−−+−
→ x

xxx

x

)(
lim)

`

.حد وجود ندارد     

3
4

2
1

4
1

1

2
222

2
2

2

2

1
1

1
29

2

2
2

2

2

2

2

22

=
+

=

+

=
+

=

−+
++=

−+ →→

)cos,

sin
sin

(

lim

cossinsin

lim

cossin

cossin(
lim

cossin
lim)

x

x

x

x
x

x

xx
x

x

x

xxx

xxxx

xxx

x

x

xx oo

 

2
2

2

4
1
2
1

2

1

2
2

2
2

2
2

2
2

1
1

30
2

2

2

2
2

2

==×===
−
−

→ x

x

x

x

x

x

x
sin

sin
lim

sin

sin

lim
cos

cos
lim)

o

o==
+

−=
−
−

2
1

2
2

2
2

1
2

2

1

1

1
31

2

2

2

.

sin

sin
lim

)cos(sin

cos
lim

cos

cos
lim)

x

x

x
x

x

x

x
 

[ ]
2

1
2

12
12

22
22

32
2

−=
−

=
−−−

−=
−+−

−
−→ )(

)(
limlim)

x

x

xx

x

x  

o
oo

==
++ →→ x

x
x

x

x

xx

sin
lim

sin
lim)33  

2
1

1
1

34
1

π=+∞==
− +→ −

)(limlimlim) ArctyArcty
x

Arcty
x o

 



 ١٩          حد و پیوستگی: دومفصل 

2
1

1
1

35
1

π−=−∞==
− −→ +

)(limlimlim) ArctgArcty
x

Arcty
x o

 

lim
)cos(

lim) =−
−→ x

xArc

x

1
36

1
 

4
1

2
2

2
2

2

1
2

1

2
11

37 −=
−

=
−

=
−−

=−−
→→ x

x

x

x

x

x

x

x

xx sin
lim

sin
lim

sin
lim

sin
lim)

oo
 

  108تمرین صف  2-4-32

=oثابت کنید که اگر   )1(
→

)(lim xf
ax

=oآنگاه  
→

)(lim xf
ax

   

)با توجه به نامساوي : حل ) ( ) ( )f x f x f x− ≤ و با استفاده از قضیه فشردگی  ≥

limچون  ( ) lim | ( ) |
x a

f x f
→

= − =o o است پسlim ( )
x a

f x
→

= o   

  .داراي حد باشد x=1در  fرا طوري تعیین کنید که تابع  aمقدار   )2

[ ]



〉−
〈+

=
1

143

xax

xx
xf

,
)(  

  :حل 

[ ]

671

1

743

11

11

−==−⇒

−=−

=+=

++

−−

→→

→→

aa

aaxxf

xxf

xx

xx

)(lim)(lim

)(lim)(lim

  

  

فرض کنید   )3




−〉−
〈−+

=
1

1

2 xbx

xbax
xf را طوري تعیین کنید  bو  aادیر ، مق )(



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٢٠

2که 
1

=
−→

)(lim xf
x

  

  )حل

 

31

2

21

11

2

11

−=⇒−=⇒

=+−=+=

=−=−=

−−

++

−→−→

−→−→

ab

babaxxf

bbxxf

xx

xx

)(lim)(lim

)(lim)(lim

  

: فــرض کنیــد  )4






<−
〈≤−+

−<−
=

xxb

xbax

xax

xf

3

332

32

θ
)( a  وb  را طــوري تعیــین کنیــد کــه

)(lim xf  و)(lim xf موجود باشند.  

  

14

82
3

5

622

1533

−=−=⇒

−=⇒




−=+−
−=+

⇒




−=+−
−=+

⇒

ab

b
ba

ba

ba

ba

  

فرض کنید   )5




>
≤

=




>+
≤+

=
1

1

11

13 22

xx

xx
xg

xx

xx
xF

,

,
)(,

,

,
)(  

)()(حد ندارند ولی تابع  x=1نشان دهید، این توابع در  xgxf  1در=x حد دارد.  

  .حل

f حد ندارد
21

43

11

2

11

=+=
⇒

=+=

++

−−

→→

→→

)(lim)(lim

)(lim)(lim

xxf

xxf

xx

xx

  



 ٢١          حد و پیوستگی: دومفصل 

g حد ندارد 

[ ]

[ ] 33
4

314
4

4

4

=−=









−

⇒

=−=









−

−

+

→

→

o
x

x

x
x

x

x

lim

lim

==
⇒

==

+

−−

→

→→

2

1

1

2

11

lim)(lim

lim)(lim

xg

xxg

x

xx

  

)()(تابع  xgxf گیریم را در نظر می:  





>+
≤+

=
112

1322

xx

xxx
xgxf

,)(

,)(
)().(

  

  

. تابع حد دارد
412

43

1

22

1

=+=
⇒

=+=

+

−

→

→

)(lim)().(lim

)(lim)().(lim

xxgxf

xxxgxf

x

x

  

فرض کنید   )6(






>
=
>

=
o

oo

o

x

x

x

xf

,

,

,

)(

1

1

)، مقدار  )22

2
−

+
→

xx
x

lim  

  . را حساب کنید

)چون   )حل ) 122 =−xf پس . است  

( )( ) 21222 =×=−xfxlim  

  .کنیدساب حدود زیر را ح  )7(

]  )الف ] 









−

→ 44

x
x

x
lim  

    )حل

  



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٢٢

      حد =3

  

]) ب ] [ ]( )xx 33 −+lim  

zxتوجه کنید اگر   )حل ]آنگاه  3∌ ] [ ] 133 −=−+ xx  است −1پس حد برابر .  

RRfدر مورد تابع   )8(   : دانیم می :→

( ) ( ) ( ) Ryxyfxfyxf ∉+=+ ,     

  . در نقطه صفر حد داشته باشد آنگاه در هر نقطه دیگر هم حد دارد fثابت کنید که اگر 

)همچنین ثابت کنید که اگر  )
o→x

xflim برابر صفر است. وجود داشته باشد .  

  . باشد o>tفرض کنید  را در نظر بگیرید و oxنقطه دلخواه   :حل

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ooo
o

o
oo

+=+=+=
+++ →→→

xftfxftxfxf
ttxx
limlimlim

  

)پس  ) ( )oxfxf =lim دارد دیعنی تابع در هر نقطه ح .  

)ایم که  در فوق از این نکته استفاده کرده ) o
o

=
→

xf
ط
lim شود زیرا می :  

( ) 




+





=





 +=

→→→ 2222
x

f
x

f
xx

fxf
xxx

limlimlimlim
ooo

  

( ) ( )xfxf
xx oo →→

+= limlim  

( ) o
o

=⇒
→

xf
x
lim  

)فرض کنید   )9 )lim
x a

f x A
→

وجـود   δثابت کنید عـددي مثبـت ماننـد     o≠Aاگر   =

ooدارد که هرگاه  δ<−< ax آنگاه ،δ  وجود دارد که  



 ٢٣          حد و پیوستگی: دومفصل 

( )
2

A
Axfax <−⇒<−< δo  

( ) ( )

( )

( )xf
A

Axf
A

A
AxfAxf

<⇒

−<−⇒

<−≤−

2

2

2

  

)فرض کنید   )10( )






+−

−
=

xxx

xxx
xf

,

,

1
در  f، همه نقاطی را بیابیـد کـه    

  . آنها حد دارد

  . به صورت زیر قابل بیان است fتابع  )حل

( )






−+−

−
=

xxx

xxx
xf

11
  

xxیرا اگر . این تابع در اعداد صحیح حد دارد =o اگر . عدد صحیح باشدn  زوج باشد  

( ) o
o

=−=⇒
+→

nnxf
xx

lim           فرد[ ] nxxx =⇒→ +
o  

( ) ( ) o
o

=−−−=⇒
−→

11nnxf
xx

limفرد       [ ] 1−=⇒→ +
nxxx o         

  . حد موجود است. فرد باشد nمشابهاً اگر 

]،  omxچون در سمت راست یا چپ . غیر صحیح نیز این تابع حد دارددر اعداد  ]x  زوج یا

  . ماند فرد باقی می

  . حد دارد Rپس این تابع روي 

Www.iepnu.ir



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٢٤

). فرض کنید  )11( ) Axf
ax

=
→

lim  وB اشد که عددي حقیقی بBA   پ. <

ــر     ــه اگ ــود دارد ک ــد  وج ــت مانن ــددي مثب ــد ع ــت کنی >−>δثاب axo  ــاه ، آنگ

( )
2

BA
xf

+>   .  

BAچون   )حل BAپس  < −<oپس  < BA اگر قرار دهیم
2

BA −=ε  چون

  : وجود دارد کهo>δپس . حدود وجود دارد

( )

( )

( ) ( )xf
BA

xf
BA

BA
fAxf

BA

BA
Axfax

<+⇒<−⇒

−<−<−−⇒

−<−⇒−<

22

2
o

  

)فرض کنید   )12( )x f x x+ ≤ ≤ +2
1 1         .( )xflim  را حساب کنید  

)  : داریم) حل ) 111 2 =+=+
→→

xx
xx oo
limlim  

)پس طبق قضیه فشردگی  )lim
x

f x
→

= 1
o

  

  115تمرین صف  2-5-7

  : استفاده از تعریف ثابت کنید) ب

( ) 1
1

22
21

(lim +∞=
+−→ x

x
x

  

( )
( )

M
x

M
xM

x

4
2

2

8
1

22
1

1

22 <+⇒<+⇒>
+

  



 ٢٥          حد و پیوستگی: دومفصل 

  . پس کافی است
M

4 8≤δ  

( ) 22
2

3
42

(lim −=
+
−

−→ xx
  

( ) ( )
( )

4

4
44

3
2

3
2

2

3

2

3

M
x

M
xM

x
M

x

<+⇒

<+⇒>
+
−⇒−<

+
−

  

4  . پس کافی است
3

M
≤δ  

2
5

22
2

5
2

5
2

2
32

−
<−⇒−>

−
⇒>

+
+=

−
+

M
xM

x
M

xx

x  

  .کافی است
2

5
−

≤
M

δ  

4
1

2
1

(lim −∞=
−

−
+→ xx

  

4
4

15

4
4

15
4

15
4

4
41615

4
41

−>
+

−⇒

+>
−

−⇒>
−

−−=
−

−+=
−

−

x
M

M
x

M
xx

x

x

x

  

6
2

3
2

(lim −∞=
−−→ x

x

x
  

( )M
x

M
xx

x +−<
−

⇒−<
−

+=
−

3
2

6
2

6
3

2
3  

M
x

Mx +
=⇒−<

+
−⇒

3
3

2
6 δ  



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٢٦

7
12
54

2

2

(lim
−
−

+∞→ x

x

x
  

x

xx

xx

xx

x

x

<−⇒

<+⇒−<⇒

<
−

=
−

+−−=−
−
−

ε
ε

ε
ε

ε

ε

1

2
3

12
3

12

3

12

2454
2

12

54

22

22

22

2

2

  

کافی اس 
ε

ε
2

3+>M   

82
1
12

2

2

(lim =
+
+

+∞→ x

x

x
  

x

x
xx

x

<−⇒

+<⇒<
+

=−
+
+

ε
ε

ε
ε

1

1
1

1

1
2

1

12 2
22

2

  

−>M  . کافی است
ε

ε1  

( ) 982 (lim +∞=+
+∞→

xx
x

  

( ) 4161648 22 −+>⇒>−+=+ MxMxxx  

<+−416کافی است  MN  

( ) 1042 (lim −∞=+−
+∞→

xx
x

  



 ٢٧          حد و پیوستگی: دومفصل 

( )
( )

xm

xM

mxxx

<++⇒

−<+⇒

−<+−−=+−

42

24

24
2

22

  

42پس  ++> MN 

111
1
1

2

2

(lim =
+
+

−∞→ x

x

x
  

x

x
xx

x

<+⇒<+⇒

−<⇒<
−

=
−
+

ε
ε

ε
ε

ε
ε

2
4

2

1
2

1

2

1

1 2
22

2

  

 پس
ε

ε+2
M  

12
2

2

(lim +∞=
−−∞→ x

x

x
  

2
2

2
2

2

2

2
2

2

22

22
2

2
2

MM
Mx

M
M

M
x

M
M

M
Mxx

MxMxM
x

x

−+>⇒

+>




 +⇒

+>+>⇒

−>⇒>
−

ε

εε
  



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٢٨

کافی اس 
2

2
2 MM

MN −+<
ε

  

( ) 1335 (lim +∞=−
+∞→

x
x

  

5

55

3

33

+>⇒

+>⇒>−

Mx

MxMx  

35پس   +> MN  

( ) 145 (lim +∞=+
+∞→

xx
x

  

⇒>+ Mxx
5  

  . توان نادیده گرفت را می xپس  x→∞+به علت اینکه 

5555 111 −≥⇒−>⇒>+> MNMxMxxx  

15
2
1

42
5

(lim =
−
+

+∞→ x

x

x
  

( )

2
4

2
4

1

2

2

3

12

5

−≥⇒<−⇒

<
+

=−
+

+

εε

ε

Mx

xx

x

  

1712 (lim +∞=+
+∞→

x
x

  

1111 22 −≥⇒−>⇒−>⇒>+ NMNxNxNx  

18262 (lim +∞=+−−
−∞→

xx
x

  

( )
3737

731

22

222

++≥++>⇒

>−−⇒>+−

NMNx

NxNx  



 ٢٩          حد و پیوستگی: دومفصل 

19262 (lim +∞=+−−
−∞→

xx
x

  

4

444

2

2222

−≥⇒

+>⇒>−⇒−<−−

NM

NxNxNx  

20222 (lim +∞=−−−
−∞→

xx
x

  

( )
31

313122

2

2222

−+>⇒

+>−⇒>−−⇒<−−−

Nx

NxNxNxx

  

212 (lim −∞=−−
−∞→

xx
x

  

1
4
1

4
1

2
1

2

2
2

2

++>⇒

>−




 −⇒−>−−

Nx

NxNxx

  

1پس 
4
1 2 ++≥ NM  

  136تمرین صف  2-5-25

  . حدود زیر را حساب کنید

1
22

4
1

2

−=−=
−

=
−
+

−∞→−∞→ x

x

x

x

x

x

xx
limlimlim)  

1
22

4
2

2

=−=
+

=
+
+

+∞→+∞→ x

x

x

x

x

x

xx
limlimlim)  

+∞=−=
−
−

−+→ o

121
3

2
limlim)

xx

x

x

  



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٣٠

( ) o=
++++

=−+
+∞→ 23 323 3

3 3

11

1
14

xx
xx

x
limlim)  

o=
−

−
=

−
−

+∞→+∞→ 11
5

2

22

2

22

n

nn

x

xx

xx
limlim)  

1

1
1

6
2

=
++

=++
+∞→ x

x

x

x
x

x

xxx

x
limlim)  

2
1

22
5

7
2

2

−=−==+
−∞→ x

x

x

x

x

x

x
limlimlim)  

o=
−−

−
−→ 13

1
8

21 xx

x

x

lim)  

−∞===
+−

+
−×→

−− oo

66
65

3
9

123 xx

x

x

lim)  

+∞===+
+→ oo

24
10

2

2

x

x

x
lim)  

( )
( )( )

( ) 1244442

2

8
6
6

31

378

37

31
11

33 2

8

33

3

838

=++=++

=
−

−=
++




 ++−
=

−+

−+

→

→→

xx

x

x

xx

xx

x

x

x

xx

lim

limlimlim)
  

( ) ( )( )

( )42

362727

3

27

36
12

33 2

32

3

3

3

27

++

=



 ++−−

−=
−

−+
→

xx

xxx

x

x

x

x

lim

limlim)

  

  



 ٣١          حد و پیوستگی: دومفصل 

2
1

1
1

1
1

13

2

2

=

++

++
=

+++

++=−+++
∞→

)(

lim

lim)(lim)

x

x

x
x

x

x

xx

xxxxx

xxx
xxxxx

x

  

[ ] −∞=−= −→ − oo

122
14

x

x

x

cos
lim)  

( )

6
1

12
1

1101

11

1

1

11
15

121212 11

1212 3

1

12 412 333

1

−=−=
++++−

+−−=

−
−=

−
−=

−
−

→→

)...)((

))((
lim

limlimlim)

xxxx

xx

x

xx

x

xx

x

xx

xx

  

2
1

2
1

4
2

1
4

11
16

2

2

24

2

14 4 2

−=−=
−−+

=−+
→

+

→
)lim(lim

)(
lim)

x

x

xx

x

xx

xx oo
  

  163تمرین صف  2-6-28

  . روي بازده داده شده تحقیق کنیدسسسدر مورد پیوستگی هر یک از توابع زیر   )1(

  )الف
3

7
−

=
x

xf [روي بازه هاي  )( [ [ ]322 ,,)(,),,,( ox∞+−∞  

اســـــت، پـــــس تـــــابع فقـــــط روي        x=3تنهـــــا نقطـــــه ناپیوســـــتگی ) ب

[ [ ] ),[],(,,,),),( ∞+−∞− 222222 oo.  

هـــاي   پـــس بـــازه . نقـــاط ناپیوســـتگی تـــابع اســـت    x=±2نقـــاط   )حل

[ ),(,),),( 2222 −−∞− o اند هاي پیوستگی بازه .  



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٣٢

225) ج
2

x

x
xf

−
),(روي بــازه هــاي   )(=+ ]و  ∞−−5 ] [ ]525 −∞−−− و  ,,,

],(),,(),,[,),( 525255 −−∞+∞  

  .را به دست می آوریم ابتدا دامنه تابع  )حل

),[),( 525 −∪−−∞=fD  

  5  2-  5-    

-  +  +  -  225 x−  

+  +  -  -  x+2  

  

),,(],,(),,[],[تابع روي : طبق دامنه 255255   .ناپیوسته است ∞+∞+−−−

),(,],(,),(تابع روي  55252   .پیوسته است −−∞−−

  .بع داده شده روي آنها پیوسته باشدفواصلی را تعیین کنید که تا  )2(

1(  122 −−= xxxf )(  

),(],(دامنه تابع برابر   )حل +∞∪−−∞= 43fDها فواصـل   این بازه. است

  .پیوستگی اند

2(  
9

7
2 −

=
x

xf )(.  

}  )حل } ),(),(),( +∞∪−∪−−∞=±−= 33333RD f   این فواصـل

  .فواصل پیوستگی اند

3(  123 −+= xxxf )(.   



 ٣٣          حد و پیوستگی: دومفصل 
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[دامنه تابع برابر  )[ ∞+∪−−∞ ,,( 11o   است پس تـابع روي)[ پیوسـته   1,+∞

  .است

),[در فاصله   )6 2−∞  ,xxf −= 2)( .  

),[چون  2−∞=fD  است پس تابع روي],(   .پیوسته است ∞−2

],[در فاصله   )7 55−  ,225 xxf −=)(.  

]دامنه تابع برابر    .است که تابع روي آن پیوسته است −,55[

8(  
[ ]

1

1122

1
4

=






<+

>
= ox

xx

x
xxf )(  

  .تعریف نشده است پس در این نقطه ناپیوسته است ox=1تابع در 

با ضابطه  fاگر تابع   )5(
2
123 2

−
−=

x

x
xf   .را حساب کنید 2f)(. پیوسته باشد )(

12  )حل
2

223
2

22
=

−
+−==

→→ x

xx
xff

xx

))((
lim)(lim)(  

ــابع   )6( ــابطه   fت ــا ض ب






=

≠
−

=
o

o

x

x
x

xx

xf

,

,
)(

2

ــه   ــوع   x=0در نقط ــه ن چ

  ناپیوستگی دارد؟

: ناپیوستگی اساسی چون حد وجود ندارد زیرا  )حل

2
2 ==

=

−

+

→

→

x

x
xf

xf

x

x

lim)(lim

)(lim

o

o
o  



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٣٦
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  .بررسی کنید  o,1  در نقطه هاي  fپیوستگی 
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  .حد راست این تابع وجود ندارد پس تابع در صفر پیوسته نیست

  :است زیرا 0حد راست برابر  ox=1براي 
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=⇒=⇒>⇒→

−

+

→

→

+

111

11

1

1

sinsin)(lim

)(lim)(

xf

xfxfxx

x

x  

  .پیوسته نیست 1پس تابع در نقطه 
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  .را تعیین کنید gofو  fogناپیوستگی تابع هاي 

ــل ــون همـــواره  : حـ ]چـ ] 1<−≤ xxo  ــس ــت لـــذا   o>)(xgپـ اسـ

1== ))(()( xgfxfog بع همواره پیوسته استاین تا.  

  : داریم gofبراي 
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  .همواره پیوسته است xgof)(=1پس 

این مثال نشان می دهد ممکن است دو تابع ناپیوسته باشند ولی ترکیب آنها پیوسته : توجه

  .باشد

ــد     )7 ــابعی مانن ــد ت ــت کنی ــه  fثاب ــط ا   aدر نقط ــر و فق ــت اگ ــته اس ــر پیوس گ
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موجـود   o>δداده شـده   o>εبـه ازاي  . پیوسـته باشـد   aدر  fاگر   )حل

  است که

εδ <−⇒<− )()( afxfax   
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  .ناپیوسته است x=−1تابع در 
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 .ناپیوسته است -1تابع در 
21

2

11

11

=−=
⇒

==

−−

++

−→−→

−→−→

xxf

xxf

xx

xx

lim)(lim

coslim)(lim o
π

  

3(  [ ]xxxf =)(  

  :در صفر. تابع در اعداد صحیح به غیر از صفر ناپیوسته است) حل
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  .است ناپیوسته است Ζ∈nکه  1

6(  [ ]xxxf nxاین تابع در تمام نقاطی کـه   )(=− عـددي طبیعـی یـا     nو  =

  .صفر است ناپیوسته است
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}دنباله این تابع فقط در صفر پیوسته است چون هر ) حل }
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a     گویا یـا اسـم کـه بـه
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تابع در 
2
  ⇒ پیوسته نیست 1

=−4فرض کنید   )9 xxf ]روي بازه  fثابت کنید  )(   .پیوسته است ,104[

]چــون بــراي هــر   )حل ]104,, ∈≥− xx oε  4اســت و تــابع−x 

  .ته استروي این بازه پیوس fپیوسته است پس 

]فرض کنید   )10 ] Rf →+∞,: o     تـابعی دلخـواه باشـد و)()( xfxg ثابـت  ,  =

  .پیوسته باشد oدر نقطه  gاز راست پیوسته است اگر و فقط اگر  oدر نقطه  fکنید 
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  .در صفر پیوسته است gپس 

  آن گاه. در صفر پیوسته باشد gاگر 
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  .پیوسته است oاز راست در  fپس 

−+=oآیا معادله   )11 2185 xx ریشه اي در بازه[   دارد؟ −,11[
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),(در بازه  oxثابت کنید عددي مانند  ooموجود است که  21 xxf =)( .  
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3فرض کنید   )14
4

3

+−= )sin()( x
x

xf π . آیا عددي مانندox  2و  2(در بازه- (

وجود دارد که 
3
7=)( oxf؟  

53221322چــون   )حل =+==+−=− )(,)( ff  و تــابعf  2و  2(روي- (

5پیوسته است و 
3
7

1   .وجود دارد oxپس  >>

]فــــــرض کنیــــــد تــــــابع     )15 ] Rf →− , پیوســــــته باشــــــد   :,11

[ ] oo =−∈≠ )(,,,)( fxxf 112 .  

ooاگر به ازاي   )حل xxf ,)( طبق قضیه مقدار میانی تـابع هـر مقـدار    , شود <2

oooبین  =)(,)( fxf  را می گیرد یعنی  2را خصوصا مقدارx   دارد ي وجـود

  .است xf)(>2پس همواره . و این تناقض است. xf)(=2که 

]فـــــــرض کنیـــــــد تـــــــابع   )16 ] Rf . پیوســـــــته باشـــــــد :,53→

[ ] 303534 =∈≠ )(,,,)( fxxf  45ثابت کنید <)(f.  

45اگر   )حل >)(f 33است مقادیر بین  چون تابع پیوسته, باشد =)(f  و)(5f  را

کـه تنـاقض بـا     xf)(=4وجود دارد کـه   xیعنی , را می گیرد  4خصوصا مقدار 

45پس . فرض است <)(f است.  

]فرض کنید تابع   )17( ] Rf →3,: o  ،1پیوسته باشد=)(of   و معادلـهo=)(xf 

]هیچ ریشه اي دربازه  ]3,o        نداشـته باشـد ثابـت کنیـد بـراي هـر[ ]3,o∈x   داریـم ،

o>)(xf   

]براي   )حل ]3,o∈x  [ ]x,o را در نظر بگیرید ,f  چـون  . روي این بازه پیوسته اسـت

10 =)(f  , اگرo<)(xf حتماً , باشدf  ،روي این بازه ریشه داردکه تناقض است
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  .o>)(xfپس همواره  

RRffفرض کنید   )18( →= :,)( oo  

Ryxyfxfyxf ∈+≤+ ,,)()()(  
  پیوسته باشد در هر نقطه دیگر هم پیوسته است  oدر نقطه  fثابت کنید اگر 

→oرا در نظر بگیرید نشان می دهیم  aنقطه دلخواه   )حل
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  وجود دارد که  δ<0, داده شده  ε<0براي 

εδ <⇒< )(xfx  

)()()( xfxfaxf +≤+  

)()()( xfafaxf ≤−+⇒  
εδ <≤−+⇒<⇒ )()()( afafaxfx  

lim)()(و این یعنی  afaxf   . پیوسته است aدر  fپس  +=

o→x      

RIgfهاي  بازه اي باز باشد، تابع Iفرض کنید   )19(   : و. پیوسته باشد ,:→
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  : پیوسته اند tو  sید ثابت کن

  : را می توان به صورت زیر نوشت tو  sتوابع ) حل
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  . همه توابع سمت راست پیوسته اند gو  fبا توجه به فرض پیوستگی 

  آیا ممکن است؟ . در نظر بگیرید gو  fدو تابع مانند   )20(

 aدر نقطـه   fogپیوسـته نباشـد امـا     aدر نقطـه   gاشـد و  پیوسـته ب  aدر نقطه  f  )الف

  .پیوسته باشد

تابع   )حل
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  گیریم  را در نظر می 

f  درo=a   پیوسته است ولیg  درo=a پیوسته نیست اما :  

1xfog =)(  
  . همه جا پیوسته است

  .پیوسته باشد aدر  fogپیوسته نباشد اما  aدر  gو  پیوسته باشد  aدر  f) ب

  . xgof)(=1مثال قسمت الف را در نظر بگیرید اینبار   )حل

  . پیوسته باشد aدر  fogاما  gپیوسته باشد ونه   aدر  fنه ) ج

  مثال مورد نظر است) 6(تمرین   )حل

  . ثابت کنید هر چند جمله اي از درجه فرد حد اقل یک ریشه حقیقی دارد) الف( 21(

  چند جمله اي درجه فرد باشد آنگاه  f(x)اگر   )حل

  . حداقل یک ریشه دارد
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ــد ) ب ــرض کنی dcxbxaxxxpف ++++= ــه   o<dو  )(234 ــد معادل ــت کنی ثاب

0=)(xpحد اقل دو ریشه متمایز دارد.  
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ــون   )حل ooچــــــــــــــــــــــــ <= df و  )(
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),(حقیقی در  ∞+o وجود دارد .  
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مـان  براي هـر یـک از نقـاط زیـر، دو مجموعـه دیگـر از مختصـات قطبـی ه        . 1
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  .نمودار هر یک از توابع زیر را رسم کنید. 1
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  .حل می شود 2این مساحت با انتگرال دوگانه در ریاضی ) حل
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  480تمرین صفحه 
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  483تمرین صفحه 
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  .  θcos−=1rو خارج دلنماي  r=1مطلوب است مساحت داخل دایره. 5

دو نمودار همدیگر را در ) حل
22

3 πθπθ ==   .قطع می کنند ,

به علت تقارن، مساحت در فاصله 
2
πθ ≤≤o کرده، دو برابر می کنیم را حساب.  

∫ ∫

∫
−=−−=−=

−−×=

2 2
2

2
2

4
22

4
1

2
1

22

11
2
1

2

π π

π

πθθθθθθ

θθ

o o

o

)sinsin()coscos(

))cos((

d

ds

 

θθمطلوب است مساحت ناحیه مشترك به دو منحنی . 6 22 cos,sin == rr  .  
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طـول قـوس منحنـی   . 15
2
3

2
32

3
1

3
1

)(, +=+= txtty   3را در فاصـله≤≤ to 

  .محاسبه کنید

)حل

∫ ∫ −+=++=

=+=

3 3 22

2
1

7892
3
1

9
4

32

3
2

32

o o
dtttts

t
dt

dy
t

dt

dx

)(

,)(
  

2طول منحنی . 16
4

32
1
x

xy o11را در فاصله  =+ ≤≤ x حساب کنید.  

( ) ( )

( )

( ) ( )

x
y x

x x

y x
x

s x dx x
x x

−′ = − =

′+ = +

= + = −

= − − −

∫

6

3

3 3

2 3 2

3

10
1

3 4

3 21
1

4

1 64 1
4

16 16

1
1 4

16

1 1
4

16 32

1 1
1 1

32 32

o

o
oo

 

  . 495تمرین صفحه 

  .را پیدا کنید BCحول خط  OBCحجم حادث از دوران ناحیه  .1

  )حل



 )١(حل المسائل ریاضی عمومی           ٣٨

( ) ( )

( ) ( )

V y dx x dx

x
x x dx x x

π π

π

= − = −

= − + = − +

∫ ∫

∫

3
4 4

2 22

4
3 54

4
3 2 2

8 8

32
16 64 64

4 5

o o

o
o
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 .انتگرال واگراست
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